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ΑΝΑΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ 

 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε: 

 Ένα τυχαίο δείγμα Χ1, Χ2,…, Χν από μία κατανομή Χ 

 Ένα τυχαίο δείγμα Υ1, Υ2,…, Υν από μία κατανομή Υ 

(Φανταστείτε μία τυχαία επιλογή ν στρεμμάτων στα οποία καλλιεργούμε ένα 

συγκεκριμένο είδος καλλιέργειας και τα εξετάζουμε ως προς: 

Χ:την ποσότητα συγκεκριμένου λιπάσματος (κιλά)που ρίχνουμε στο κάθε στρέμμα 

Υ: την απόδοση (σε τόνους) που έχει το κάθε στρέμμα 

 

Έχοντας την ένδειξη ότι υπάρχει γραμμική συσχέτιση μεταξύ των δύο μεταβλητών 

Χ, Υ υποθέτουμε ότι υπάρχουν σταθερές β0 και β1 τέτοιες ώστε: 

 

όπου 

 

 

δηλαδή αν υποθέσουμε ότι το i-«άτομο» του δείγματος παίρνει την τιμή  ,   

(  , το σφάλμα  εκφράζει την απόκλιση της τιμής  από τον γραμμικό όρο 

,   

 

Σύμφωνα με το παράδειγμά μας, αυτό σημαίνει ότι αν στο i στρέμμα ρίξουμε 

λίπασμα , τότε η απόδοση  δεν είναι συγκεκριμένη, αλλά είναι μία τυχαία 

μεταβλητή που λόγω της γραμμικής συσχέτισης θα έχει τη μορφή 
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Μπορούμε μάλιστα να υποθέσουμε ότι  κάτι που με τη σειρά του 

σημαίνει ότι , δηλαδή: 

 

 

Οι συντελεστές  είναι άγνωστοι. Θεωρητικά θα μπορούσαμε να τους 

προσδιορίσουμε αν είχαμε τις απαντήσεις όλου του πληθυσμού, κάτι που πρακτικά 

είναι αδύνατον. Αυτό λοιπόν που κάνουμε είναι να εκτιμήσουμε τους παραπάνω 

συντελεστές. Η μέθοδος με την οποία θα το πετύχουμε ονομάζεται μέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων  και βασίζεται στην ελαχιστοποίηση του 

 

Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται με τη μέθοδο των μερικών παραγώγων. 

Συγκεκριμένα: 

 

και 

  

 

Θέτουμε τις παραπάνω μερικές παραγώγους ίσες με 0 και έχουμε: 
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Ομοίως: 

 

 

 

Επομένως προκύπτει το γραμμικό σύστημα: 

 

 

Για τις ορίζουσες του παραπάνω συστήματος έχουμε ότι: 

 

 

 

 

Η μοναδική λύση του παραπάνω συστήματος είναι η επόμενη: 
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ή 

 

και 

 

 

Η εκτιμώμενη ευθεία  

 

ονομάζεται ευθεία ελαχίστων τετραγώνων της Υ πάνω στη Χ και αποτελεί εκτίμηση 

της άγνωστης ευθείας  . 
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Η εξίσωση    αποτελεί εκτίμηση της  , δηλαδή ο 

αριθμός     που υπολογίζεται αν αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή  στην ευθεία 

ελαχίστων τετραγώνων με   , αποτελεί εκτίμηση της άγνωστης  . 

 

Υπόλοιπα (Residuals)     

Τα υπόλοιπα  αποτελούν εκτιμήσεις των τυχαίων σφαλμάτων , και 

υπολογίζονται από την παραπάνω διαφορά, όπου: 

: η πραγματική τιμή του ζεύγους  

: η εκτίμηση της  

 

Μέσο τετραγωνικό σφάλμα     

Υπολογίζεται από τον τύπο 

 

και αποτελεί εκτίμηση της διασποράς  των τυχαίων σφαλμάτων . 

Ο αριθμός 

 

ονομάζεται τυπικό σφάλμα όσο το , τόσο η ευθεία   δίνει μία 

καλή περιγραφή της στοχαστικής σχέσης μεταξύ των μεταβλητών Χ,Υ. Αυτό 

φαίνεται και στα επόμενα: 
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Άρα: 

 

οπότε 

   

. 
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Παρατηρήσεις για την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων  

 

1. Διέρχεται πάντα από το σημείο . 

 

2. Για κάθε τιμή x της Χ προβλέπουμε την 

 
Αποδεικνύεται ότι η πρόβλεψη είναι ασφαλής όταν η τιμή της Χ είναι μέσα 

στις τιμές του δείγματος. 

 

3.  H παράμετρος  εκφράζει την . 

 

4. H παράμετρος  εκφράζει την . 

Δηλαδή τη μεταβολή της μέσης τιμής της εξαρτημένης μεταβλητής Υ όταν η 

τιμή της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ αυξηθεί κατά 1. 

 

Διαστήματα Εμπιστοσύνης σε επίπεδο σημαντικότητας (1-α)% 

 

1. Ένα διάστημα εμπιστοσύνης για την άγνωστη παράμετρο  με συντελεστή 

εμπιστοσύνης (1-α)%, είναι το: 

 

 

 

2.   Ένα διάστημα εμπιστοσύνης για την άγνωστη παράμετρο  με συντελεστή 

εμπιστοσύνης (1-α)%, είναι το: 
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3. Ένα διάστημα εμπιστοσύνης για την άγνωστη μέση τιμή  

- της οποίας η πρόβλεψη για  προσδιορίζεται από την ευθεία      

ελαχίστων τετραγώνων και ισούται με   -  

με συντελεστή εμπιστοσύνης (1-α)%, είναι το: 

 
 

4. Η εκτιμώμενη, από την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, τιμή  

 , δεν χρησιμοποιείται μόνο για την σημειακή πρόβλεψη της 

 αλλά και για την πρόβλεψη της μεμονωμένης τιμής του  , όταν 

. Στην περίπτωση όμως αυτή το διάστημα εμπιστοσύνης 

τροποποιείται ελαφρώς. Συγκεκριμένα, ένα διάστημα εμπιστοσύνης για την 

μεταβλητή  όταν , με συντελεστή εμπιστοσύνης (1-α)%, είναι το: 

 
 

 

Χρήσιμες παρατηρήσεις για τον αλγεβρικό υπολογισμό των  παραπάνω 

διαστημάτων εμπιστοσύνης. 

 

 

Για την εύρεση των παραπάνω διαστημάτων εμπιστοσύνης, εκτός των 

παραμέτρων  που έχουν υπολογιστεί στην εύρεση της ευθείας ελαχίστων 

τετραγώνων, χρειάζονται επίσης: 

A. Οι τιμές  που εξαρτώνται από το επίπεδο σημαντικότητας 1-α και 

από το μέγεθος ν του δείγματος. Δίνονται από τον επόμενο πίνακα:   
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B. Το άθροισμα  για το οποίο γνωρίζουμε ότι: 

 
 

C. Το τυπικό σφάλμα όσο το  για το οποίο γνωρίζουμε ότι: 

 

 

 
όπου, 

  ο συντελεστής Pearson. 

 

Οπότε: 

 

 . 

 

 

 

 

 

 

 


