
- Ο αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο είλαη ε δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηεο

ζπλαξηήζεσο g(t) όηαλ γλσξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε G(s).

* Πεπίπηωζη Διακεκπιμένων Πόλων

Έζησ ε ζπλάξηεζε

Γξάθνπκε ηε ζπλάξηεζε ζηελ παξαθάησ κνξθή, αθνύ ππνινγίζνπκε ηηο ξίδεο ηνπ

παξνλνκαζηή, πνπ νλνκάδνληαη θαη πόινη ηεο ζπλάξηεζεο.

Υπνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ ki από ηε ζρέζε:

Φξεζηκνπνηώληαο ηνπο πίλαθεο ε ζρέζε (1) γίλεηαη:

είλαη είηε πξαγκαηηθνί είηε κηγαδηθνί αξηζκνί.

• Αληίζηξνθνο Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace
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* Πεπίπηωζη πολλαπλών πόλων

έρεη πνιιαπιέο ξίδεο (πόινπο),

ηόηε νη ζπληειεζηέο  πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ πνιιαπιή ξίδα 

ππνινγίδνληαη σο εμήο :
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όπνπ

 i εθθξάδεη ηελ ξίδα (απιή ή πνιιαπιή) ηεο νπνίαο ηνλ ζπληειεζηή

ππνινγίδνπκε.

 j εθθξάδεη ηελ ζέζε ηνπ ζπληειεζηή k ηεο πνιιαπιήο ξίδαο κε

ηηκέο από 1κέρξη r.

 r ν αξηζκόο πνπ εθθξάδεη ηελ πνιιαπιόηεηα ηεο ξίδαο.

- Εάλ ε ζπλάξηεζε



• Ιδηόηεηεο Μηγαδηθώλ Αξηζκώλ
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Παξαδείγκαηα 
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1. Να ππνινγηζηεί ε ρξνληθή απόθξηζε ηεο εμόδνπ y(t) ηνπ εηθνληδόκελνπ ζπζηήκαηνο,

όηαλ δηεγείξεηαη κε  κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν.
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2. Να ππνινγηζηεί ε ρξνληθή απόθξηζε ηεο εμόδνπ y(t) κε κνλαδηαία

βεκαηηθή είζνδν
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3. Να ππνινγηζηεί ε ρξνληθή απόθξηζε ηνπ Σ.Κ.Β. γηα είζνδν κνλαδηαία ξάκπα κε
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• Βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ζπζηεκάησλ 

ειέγρνπ

Επζηάζεηα

Αθξίβεηα

 Ταρύηεηα Απόθξηζεο

Επαηζζεζία
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Δπζηάζεηα
Έλα ζύζηεκα είλαη επζηαζέο, αλ γηα θξαγκέλε είζνδν ε έμνδνο είλαη θξαγκέλε.
Η έμνδνο ελόο επζηαζνύο ζπζηήκαηνο βξίζθεηαη κέζα ζε επηηξεπηά όξηα, ελώ ε έμνδνο
ελόο αζηαζνύο ζπζηήκαηνο απμάλεη ζεσξεηηθά πξνο ην άπεηξν.
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Αθξίβεηα

Η απόθιηζε κεηαμύ επηζπκεηήο θαη ηεο πξαγκαηηθήο ηηκήο λα 

είλαη (εάλ είλαη δπλαηόλ) κεδεληθή (ess=0). 
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Σαρύηεηα Απόθξηζεο

Έλα ζύζηεκα ζα πξέπεη λα αληαπνθξίλεηαη κε ηθαλνπνηεηηθή

ηαρύηεηα ζηηο κεηαβνιέο ηνπ ζήκαηνο εηζόδνπ θαη λα νδεγεί ηελ

έμνδν ζε κηα ζηαζεξή ηειηθή ηηκή ζε εύινγν ρξνληθό δηάζηεκα.
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Δπαηζζεζία

Η επαηζζεζία είλαη ε κέηξεζε ηνπ πόζν εύθνια κεηαβάιιεηαη ε
έμνδνο ελόο ζπζηήκαηνο ζε κεηαβνιέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ ίδηνπ ηνπ
ζπζηήκαηνο όπσο θαη ζε πηζαλέο εμσηεξηθέο δηαηαξαρέο.
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ΜΔΙΩ΢Η ΔΤΑΙ΢ΘΗ΢ΙΑ΢ ΣΟΤ ΢ΚΒ ΢Δ ΢ΗΜΑΣΑ ΓΙΑΣΑΡΑΥΩΝ

Y(s) 1

D(s) 1 G(s) H(s)



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Υξνληθή απόθξηζε ζπζηεκάησλ 1εο  & 2εο ηάμεο

* Ειζαγωγικέρ έννοιερ και οπιζμοί

Με ηνλ όξν ρξνληθή απόθξηζε ελόο ζπζηήκαηνο, ελλννύκε ηε
ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλν όηαλ δηεγείξεηαη
από κία ζπγθεθξηκέλε είζνδν.

Η ρξνληθή απόθξηζε ελόο ζπζηήκαηνο ειέγρνπ απνηειείηαη από
δύν κέξε:

Τε κεηαβαηηθή απόθξηζε (transient response) θαη

Τελ απόθξηζε κόληκεο θαηάζηαζεο (steady state response).

Αλ y(t) νλνκάζνπκε ηελ απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο (έμνδν) ηόηε 

έρνπκε: y(t) = yt(t) + yss(t)

όπνπ:       yt(t) = απόθξηζε κεηαβαηηθήο θαηάζηαζεο.

yss(t) = απόθξηζε κόληκεο θαηάζηαζεο.
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* Σςζηήμαηα ππώηηρ ηάξηρ

Αο ζεσξήζνπκε ην δνκηθό δηάγξακκα ηνπ ζπζηήκαηνο 1εο ηάμεο ηνπ
παξαθάησ ζρήκαηνο

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζα είλαη ηεο κνξθήο:

όπνπ Τ είλαη ε ζηαζεξά ρξόλνπ ηνπ ζπζηήκαηνο.
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*Απόκπιζη ζςζηήμαηορ ππώηηρ ηάξηρ ζε διέγεπζη
μοναδιαίαρ βαθμίδαρ

Η απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο γηα είζνδν ηεο κνξθήο r(t) = u(t) ζα είλαη:

Σην παξαθάησ ζρήκα απεηθνλίδεηαη ε θακπύιε ηεο απόθξηζεο y(t),

γηα ζηαζεξέο ρξόλνπ T1 < Τ2 < T3. 

   1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

t

Ty t L Y s L T s R s L e
Ts s


    

      
 

ΠΔΜ-Πξόγξακκα ΗΜ_ΤΕ                          

Παξίζεο Κ.  Καζεγεηήο 15



Η έμνδνο αλεβαίλεη εθζεηηθά από ηελ ηηκή 0 πξνο ηελ ηειηθή ηηκή 1.

Η αξρηθή θιίζε ηεο θακπύιεο ζηνλ ρξόλν t=0 δίλεηαη από:

θαη ε ηηκή ηεο εμόδνπ γηα t =Τ

όπνπ ε Τ είλαη ε ζηαζεξά ρξόλνπ ηνπ ζπζηήκαηνο ή ηαρύηεηα

απόθξηζεο.

0
0

( ) 1 1t
T

t
t

dy t
e

dt T T






 

1( ) 1 0,6378y T e  
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T1 < Τ2 < T3 



Φξόλνο αλόδνπ Tr

Εάλ t1 είλαη ν ρξόλνο ζηνλ νπνίν ε έμνδνο έρεη θηάζεη ζην 

10% ηεο ηειηθήο ηεο ηηκήο θαη t2 ν ρξόλνο ζηνλ νπνίν ε έμνδνο 

έρεη θηάζεη ζην 90% ηεο ηειηθή ηηκήο ηόηε:

Φξόλνο απνθαηάζηαζεο Ts 2%

Είλαη ν ρξόλνο ζηνλ νπνίν ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο 

δηαθέξεη από ηελ ηειηθή ηεο ηηκή θαηά 2%. Επνκέλσο:

 
1

2

1

2

2 1

1 0,1 ln 0,9 0,1

1 0,9 (ln 0,1) 2,3

2,2

t
T

t
T

r

e t T T

e t T T

Ά T t t T





     

     

  

1 1 0,02 ln 0,02 4
st
T

s se T T T T


       
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   1 1 1

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) , 0

1

t

Ty t L Y s L T s R s L t T Te t
Ts s


    

        
 

t

y(t)

Μόνιμο ζθάλμα

r(t)=t

c(t)

T

* Απόκπιζη ζςζηήμαηορ ππώηηρ ηάξηρ ζε διέγεπζη

μοναδιαίαρ αναππίσηζηρ

Η απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο γηα είζνδν ηεο κνξθήο r(t) = t ζα είλαη:

Η αληίζηνηρε γξαθηθή παξάζηαζε θαίλεηαη παξαθάησ.
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0 t

y(t)
1/T
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   1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1

1

t

Ty t L Y s L T s R s L e
Ts T


    

     
 

* Κποςζηική απόκπιζη ζςζηήμαηορ ππώηηρ ηάξηρ

Η απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο γηα είζνδν ηεο κνξθήο r(t)=δ(t) ζα
είλαη:

Η θακπύιε ηεο θξνπζηηθήο απόθξηζεο 



* Σςζηήμαηα δεύηεπηρ ηάξηρ
Αο ζεσξήζνπκε ην ιεηηνπξγηθό δηάγξακκα ηνπ ζπζηήκαηνο 2εο

ηάμεο ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο:
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2

1,2 1n ns j     

2

2 22

n

n ns s



  
R(s) Υ(s)

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο είλαη ηεο κνξθήο:

2

2 2

( )
( )

( ) 2

n

n n

Y s
T s

R s s s



 
 

 

Η ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 2 22 0n ns s   

Οη πόινη ηεο Τ(s) είλαη νη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 

εμίζσζεο (X.E.) δειαδή: 

2

1,2 1n ns       ή



0 1  1,2 n ns j    

0  1,2 ns j 

1,2 ns  

1 
1,2 n ns     

21  
2 1  

1 

21d n   

Υπό-απόζβεζη 

Χωρίς απόζβεζη

Κρίζιμη απόζβεζη 

Υπέρ-απόζβεζη 

όποσ 

Ο ζπληειεζηήο δ νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο απόζβεζεο ηνπ

ζπζηήκαηνο (damping ratio), ην ωn θπθιηθή ηδηνζπρλόηεηα (natural

frequency) θαη ην ωd απνζβελνύκελε ηδηνζπρλόηεηα (damping

frequency).
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  )sin(1)(L)( 1- 







t
e

sYty d

tn




 1tan   1cos

 n
2

nd 1 

ΑΠΟΚΡΙ΢Η ΜΟΝΑΓΙΑΙΑ΢ ΒΗΜΑΣΙΚΗ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢

1) Τπό-απόζβεζε (0 < δ < 1)

Σηελ πεξίπησζε όπνπ 0 < δ < 1 ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε έρεη 

δύν ξίδεο ζπδπγείο κηγαδηθέο.

 nn2,1 js 

Η ρξνληθή απόθξηζε είλαη ηεο κνξθήο:

όπνπ: ή

θαη
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1,2 ns j 

2) Μεδεληθή απόζβεζε (δ = 0)

Σηελ πεξίπησζε όπνπ δ = 0 ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε 

έρεη δύν ξίδεο ζπδπγείο θαληαζηηθέο:

( ) 1 cos ny t t 

Η ρξνληθή απόθξηζε είλαη ηεο κνξθήο:



Η ρξνληθή απόθξηζε είλαη ηεο κνξθήο:

1 2 ns s   

( ) 1 (1 )nt

ny t e t
 

  

3) Κξίζηκε απόζβεζε (δ = 1)

Σηελ πεξίπησζε πνπ δ=l ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε έρεη δύν 

ξίδεο πξαγκαηηθέο ίδηεο κε ηηκή:
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Η ρξνληθή απόθξηζε είλαη ηεο κνξθήο:

2

1,2 1n ns      

2 2( ) 1 cosh( 1 ) sinh( 1 )nt

n ny t e t t
           

 

4) Τπέξ-απόζβεζε (δ > 1)

Σηελ πεξίπησζε όπνπ δ > 1 ε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε έρεη δύν 

ξίδεο πξαγκαηηθέο κε ηηκέο:
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Φξνληθή απόθξηζε ζπζηήκαηνο δεύηεξεο ηάμεο ζε δηέγεξζε κνλαδηαίαο

βεκαηηθήο ζπλάξηεζεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή απόζβεζεο δ. Ο

νξηδόληηνο άμνλαο είλαη ζε radians θαη αλαπαξηζηά ην ρξόλν

πνιιαπιαζηαζκέλν κε ηελ θπζηθή ζπρλόηεηα σn ηνπ ζπζηήκαηνο.
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Ο ηόπνο ησλ πόισλ ηνπ δεπηεξνβάζκηνπ ζπζηήκαηνο ζην κηγαδηθό επίπεδν, κε σn

ζηαζεξό θαη κεηαβαιιόκελν δ από 0 έσο ∞.

Γηα δ=0 νη ξίδεο είλαη θαληαζηηθέο s1 , s2 = jσn.

Όηαλ 0 < δ < 1 νη ξίδεο είλαη ζπδπγείο κηγαδηθέο.

Καζώο ην δ κεγαιώλεη νη πόινη απνκαθξύλνληαη από ηνλ θαληαζηηθό άμνλα

αθνινπζώληαο θπθιηθή ηξνρηά αθηίλαο σn, ζπλαληηνύληαη ζην ζεκείν –σn (δ=1)

θαη κεηά ρσξίδνπλ θαη θηλνύληαη θαηά κήθνο ηνπ πξαγκαηηθνύ άμνλα, ν έλαο πξνο

ην 0 θαη ν άιινο πξνο ην -∞ (δ>1).
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Υαξαθηεξηζηηθά κεγέζε ρξνληθήο απόθξηζεο επζηαζνύο

ζπζηήκαηνο πνπ δηεγείξεηαη κε ζήκα κνλαδηαίαο βεκαηηθήο

ζπλάξηεζεο

Σηα πξαθηηθά ζπζηήκαηα ειέγρνπ ε κεηαβαηηθή απόθξηζε εκθαλίδεη

απνζβελύκελεο ηαιαληώζεηο, πξνηνύ θζάζεη ζηε κόληκε θαηάζηαζε

(παξαθάησ ζρήκα).



1
d n

r r1

d n

π tan (σ / δσ ) 2,16δ 0,60
T ,     T  (0,3<δ<0,8)

σ σ

 
 

p

d

T




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•Υξόλνο αλόδνπ Σr ( ή Σr1 ) (rise time): Ο ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη

γηα λα αλέιζεη ε απόθξηζε από ην 0% ζην 100% (ή από ην 10%

ζην 90%) ηεο ηειηθήο ηεο ηηκήο θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε :

•Υξόλνο κεγίζηνπ Tp (peak time): Ο ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα

θζάζεη ε απόθξηζε ζηελ πξώηε θνξπθή ηεο θακπύιεο θαη είλαη:



4
s

n

T




3
s

n

T




21
. . 100% 100 %

m f

f

y y
P O e

y









   όπνπ    lim ( )f
t

y y t




Μέγηζηε ηηκή ηεο απόθξηζεο Μpt ή ym :

Η ηηκή ηεο απόθξηζεο ζηελ πξώηε θνξπθή ηεο θακπύιεο είλαη:

21
1my e







 
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Υξόλνο απνθαηάζηαζεο Ts (settling time):

Ο ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα θζάζεη θαη λα παξακείλεη ε

θακπύιε απόθξηζεο αλάκεζα ζην ±2% ή ±5% ηεο ηειηθήο ηηκήο.

Με θξηηήξην δώλεο ην 2% είλαη:

Με θξηηήξην δώλεο ην 5% είλαη:

Πνζνζηό ππεξύςσζεο Ρ.Ο. (percent overshoot):

Η πνζνζηηαία δηαθνξά ηεο κέγηζηεο ηηκήο ym θαη ηεο ηειηθήο ηηκήο

έζησ yf ηεο y(t). Τν πνζνζηό ππεξύςσζεο P.O. νξίδεηαη:



1. Σύζηεκα κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζπλδέεηαη ζε ζεηξά κε ειεγθηή κε

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο . Να ππνινγηζηεί ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ

ζπζηήκαηνο θιεηζηνύ βξόγρνπ κε κνλαδηαία αξλεηηθή αλάδξαζε, θαζώο επίζεο ηα

κεγέζε απηήο: ωn, δ, ωd, P.O.%.

 
1

( )
25

G s
s s




( ) 625cG s 

Παξαδείγκαηα 

R(s)

-

G(s)Gc(s) Y(s)

 

 

 
 

 
 

2
2

2 2 2

1 625
625

25 25( ) ( )( ) 625
( )

1 25 625( ) 1 ( ) ( ) ( ) 25 625
1 625 1

25 25

( ) 625
( ) 2 25 & 625

( ) 25 625 2

c

c

n
n n

n n

s s s sG s G sY s
T s

s sR s G s G s H s s s

s s s s

Y s
T s

R s s s s s


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
 

     
     

  
 
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2 2

2

2 2

3,14 0,5

1 1 0,5 1,81

625 25 / sec

2 25 2 25 25 2 1 0,5

1 25 1 0,5 25 1 0,25 25 0,75 25 0,866 21,65 / sec

. . 100 100 100 16,36%

n n

n

d n

rad

rad

P O e e e





 

   

  

  

  

  

       

         

      



R(s) +

+

Y(s)

2.  Να ππνινγηζηεί ε Σ.Μ., ε ρξνληθή απόθξηζε y(t) ηνπ Σ.Κ.Β. κε κνλαδηαία 

είζνδν ξάκπαο (r(t)=t) θαη λα δηεξεπλεζεί ε επζηάζεηα ηνπ.
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από ηελ κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο y(t) κε επζηαζέο



2

1
( )

12
G s

s s




( ) , 0CG s k k 

3. Γηα έλα ζύζηεκα κε Σ.Μ. , αλαινγηθό (Ρ) ειεγθηή ζεηξάο κε Σ.Μ.

θαη κνλαδηαία αξλεηηθή αλάδξαζε.

Α) Να ζρεδηαζηεί ην δηάγξακκα βαζκίδωλ.

Β) Να ππνινγηζηεί ε ρξνληθή απόθξηζε ηεο εμόδνπ ηνπ Σ.Κ.Β., κε κνλαδηαία βεκαηηθή είζνδν γηα 

k=100.

Γ) Να ππνινγηζηεί ν ρξόλνο κεγίζηνπ ηεο παξαπάλω ρξνληθήο απόθξηζεο.
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