
Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace

• Οξηζκόο

• Ιδηόηεηεο

• ΢ρέζε κεηαμύ πεδίσλ (domains) ρξόλνπ 

and Laplace.

• Θεσξήκαηα Αξρηθήο θαη Σειηθήο Σηκήο.
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Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace

• Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace είλαη κηα καζεκαηηθή 
πξάμε (απεηθόληζε), πνπ κεηαηξέπεη κηα εμίζσζε 
πνπ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ, t, λα γίλεη κηα 
ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο Laplace, s.

• Κάπνηεο καζεκαηηθέο πξάμεηο γίλνληαη 
απινύζηεξεο ζην πεδίν Laplace.

• Πνηέ δελ ζα επηιύνπκε ην νινθιήξσκα, ζα 
ρξεζηκνπνηνύκε πίλαθεο.
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Ιδηόηεηεο Μεηαζρεκαηηζκνύ Laplace

1. Γξακκηθόηεηα

- νη ζηαζεξνί όξνη έμσ θαη and Μ/΢ Laplace 

δηαρσξίδεηαη ζε πξόζζεζε θαη αθαίξεζε

-ΠΡΟ΢ΟΧΗ: 
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Ιδηόηεηεο Μεηαζρεκαηηζκνύ Laplace

2. Οινθιήξσζε

3. Γηαθόξηζε
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ζε αιγεβξηθέο

΢πλήζσο κεδέλ
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Ιδηόηεηεο Μεηαζρεκαηηζκνύ Laplace

4. Πνιιαπιαζηαζκόο κε e-at

- ΢εκαληηθή γηα απνζβελνύκελε απόθξηζε

Παξάδεηγκα: 

[ ( )] ( )ate f t F s a  L

[ cos ]ate tL
΢εκείσζε: ξίδεο ηνπ 

παξνλνκαζηή(πόινη) ζην 

πεδίνLaplace = ξίδεο ηεο 

Χ.Δ. ζην πεδίν ηνπ 

ρξόλνπ f(t)
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Ιδηόηεηεο Μεηαζρεκαηηζκνύ Laplace

5. Χξνληθή κεηαηόπηζε

- ζεκαληηθή γηα αλάιπζε ρξνληθώλ 

θαζπζηεξήζεσλ

[ ( )1( )] ( ),  0asf t a t a e F s a   L
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Ιδηόηεηεο Μεηαζρεκαηηζκνύ Laplace

6. Πνιιαπιαζηαζκόο κε t
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Παξάδεηγκα

• Βξείηε 3[2 5]tte L

32 [ ] 5 [1( )] (από ηδηόηεηα 1)tte t = L L
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΢ρέζε πεδίσλ Laplace/Χξόλνπ

• Πξνεγνπκέλσο είδακε πσο νη πόινη ηνπ X(s) 

ζρεηίδνληαη κε ην x(t)

• Γύν επηπιένλ ζρέζεηο κεηαμύ X(s) θαη x(t):

Θεώξεκα αξρηθήο ηηκήο

Θεώξεκα ηειηθήο ηηκήο
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Παξάδεηγκα

• Βξείηε ηελ αξρηθή ηηκή ηεο f(t), όπνπ
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Παξάδεηγκα
• Βξείηε ηελ ηειηθή ηηκή ηεο f(t), όπνπ
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Δπηιύνληαο  Γ.Δ. κε Μ/΢ Laplace

• Δπηιύνληαο  Γ.Δ. κε Μ/΢ Laplace

• Αληίζηξνθνο Μ/΢ Laplace

• Άζξνηζκα κεξηθώλ θιαζκάησλ

• Πεξίπησζε I: Γηαθξηηνί πόινη

• Πεξίπησζε II: Δπαλαιακβαλόκελνη πόινη

• Πεξίπησζε III: Μηγαδηθνί πόινη
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Δπηιύνληαο  Γ.Δ. κε Μ/΢ Laplace

• Ο Μ/΢ Laplace κεηαηξέπεη Γξακκηθέο- Χξνληθά 

Ακεηάβιεηεο (Linear Time-Invariant ,LTI) Γ.Δ. ζε 

αιγεβξηθέο.

δηαθνξηθέο

εμηζώζεηο (Γ.Δ.)

αιγεβξηθέο 

εμηζώζεηο

Δπίιπζε ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ

Δπίιπζε ζην s-πεδίν
X(s)

x(t)

L L-1

14

2

3

4

1



Αληίζηξνθνο Μ/΢ Laplace 

Ο αληίζηξνθνο Μ/΢ Laplace 

κπνξεί λα επηιπζεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο 

πίλαθεο θαη ηηο ηδηόηεηεο 

πνπ παξνπζηάζηεθαλ 

πξνεγνπκέλσο
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Παξάδεηγκα
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Παξάδεηγκα

1
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Αληίζηξνθνο Μ/΢ Laplace 

• Οη ζρέζεηο ζην πεδίν Laplace είλαη γεληθά 

ιόγνη δύν πνιπσλύκσλ

• Θέινπκε λα ηηο κεηαηξέςνπκε ζε κνξθέο πνπ 

βξίζθνληαη ζηνπο πίλαθεο

 άζξνηζκα κεξηθώλ θιαζκάησλ
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Άζξνηζκα κεξηθώλ θιαζκάησλ

• Γηαρσξίδνπκε ηελ θιαζκαηηθή ζρέζε ζε 

άζξνηζκα απινύζηεξσλ θιαζκάησλ

(αληηζηξνθή απιώλ παξαλνκαζηώλ)

• Θεσξνύκε ηξεηο πεξηπηώζεηο

19
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Άζξνηζκα κεξηθώλ θιαζκάησλ

• Έζησ m ν βαζκόο ηνπ αξηζκεηή θαη n ν 

βαζκόο ηνπ παξνλνκαζηή

• Δάλ (m < n) κπνξνύκε λα αξρίζνπκε

• Δάλ (m ≥ n) θάλνπκε πξώηα δηαίξεζε

• Αξρίδνπκε βξίζθνληαο πξώηα ηηο ξίδεο ηνπ 

παξνλνκαζηή (πόινη) θαη θαζνξίδνπκε ηελ 

πεξίπησζε πνπ ζα πάξνπκε
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Πεξίπησζε I: Γηαθξηηνί πόινη

• Παξάδεηγκα: 

   
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Πεξίπησζε II: Δπαλαιακβαλόκελνη πόινη

• Παξάδεηγκα: 

 

 

      

1 21 22

2 2

1
( )

( 1)( 2) 1 2 ( 2)

1
κε 

!
lim

i

r j
r

ij ir j
s p

K K K
Y s

s s s s s

d
G s s p

r j ds






   
    

 
    

  

  
 

 

    
 

   

    
 

1 2 2 21 1

2

21 2 2 2
2 2 2

0
2

22 202 2

1 1 1
lim 1 lim 1

( 1 2)1 2 2

1 1 1 1 1 1
lim 2 lim lim 1

2 1 ! 1! 11 2 1 2 1

1 1 1 1 1
lim 2 lim

2 2 ! 0! 1 2 11 2

s s

s s s

s s

K s
s s s

d d
K s

ds ds ss s s

d
K s

ds ss s

 

  

 

     
   

    
                  

 
       

      

 
2 2

2

1

1 1 1
( ) 1 1 1 ( )

1 2 2

t t tY s y t e e te
s s s

  














          
  

-1L
22



Πεξίπησζε III: Μηγαδηθνί πόινη
• Παξάδεηγκα :

• Μπνξεί λα επηιπζεί ζαλ πεξίπησζε Ι

• Ή όπσο παξαθάησ
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Δπηιύνληαο  Γ.Δ. κε Μ/΢ Laplace

• Ξαλαζπκίδνπκε ηα βήκαηα επίιπζεο

δηαθνξηθέο

εμηζώζεηο (Γ.Δ.)

αιγεβξηθέο 

εμηζώζεηο

Δπίιπζε ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ

Δπίιπζε ζην s-πεδίν
X(s)

x(t)

L L-1
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Δξγαζία 

• Βξείηε ηε ιύζε x(t) ησλ παξαθάησ Γ.Δ. κε ηε βνήζεηα ηνπ 

Μ/΢ Laplace:

26 8 2 1 κε (0) 1 θαη (0) 2x x x t x x      

2 26 8 ( 1)  κε (0) 1 θαη (0) 0tx x x t e x x     
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