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                     Μ Α Θ Η Μ Α    2 – Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ
1)  Να  εκτελέσετε  τους  ακόλουθους  πολλαπλασιασμούς
α) 
         
=  

 β)    

2)  Δίνονται  οι  πίνακες  
   Α =   
               
Να  βρεθεί  το  στοιχείο  που  βρίσκεται  στη  2η   γραμμή   και  την  
3η  στήλη  στον  πίνακα   ΑΒΓ.

Λύση    

Α.Β.Γ  = 


Άρα  το  στοιχείο  που  βρίσκεται  στην   2η  γραμμή  και  στην  3η  στήλη
του  πίνακα   Α.Β.Γ  είναι  το  24.  

3)  Να  εκτελέσετε  τους  παρακάτω  πολλαπλασιασμούς

 α)       
β)        γ)    .

4)    Επίσης

 δ)        

ε)     .
  






5)  Ας  είναι      Α =   .   Να  βρεθεί   ο    Α2 .
  Λύση  

  Α2 =    .  

6)   Ας   είναι     Α =    και   Β   ένας  οποιοσδήποτε   3x3  πίνακας. Να  δείξετε  ότι  οι  στήλες  του  πίνακα  Β.Α  είναι  όλες  ίσες  μεταξύ  τους.
Λύση   
  Έστω     Β =   ,  τότε   Β.Α = 

=   ,  άρα  δείξαμε  ότι  όλες  οι  

στήλες  είναι  ίσες  μεταξύ  τους.

7)   Αν  οι  Α  και  Β   είναι   3x3   πίνακες  και  ο   Α  έχει  μία  γραμμή  που  αποτελείται   από  μηδενικά,  τότε  και  ο  Α.Β  έχει  μία  γραμμή
που  αποτελείται  από  μηδενικά.
Λύση  

Έστω      Α =  ,  τότε

Α .Β =  .   

8)  Δίνονται  οι  πίνακες    
               Α =  .  Να  βρεθούν

i) η  1η  γραμμή  του  πίνακα   ΑΒ
ii)  η    2η  στήλη  του  πίνακα   ΒΑ
iii)  η   3η  γραμμή  του  πίνακα  ΒΒ.
Λύση  

i)   Α.Β =  
 όπου  β’  είναι  ο  2x3  πίνακας  αν  εκτελέσουμε  τις  υπόλοιπες  
πράξεις.
ii)      Β.Α =  άρα

η  2η  στήλη  του  πίνακα  Β.Α  είναι   η   16   8    0 .
  
iii)    Β.Β = ,  άρα  

 η  3η  γραμμή  του  πίνακα   Β.Β  είναι   η:   0     0     1 .




9)  Να  βρεθεί  ο  Αν,  όταν      Α = 
Λύση
 Για    ν = 1    έχουμε    τον  πίνακα  Α.
 Για    ν = 2   έχουμε    Α2 = Α.Α =

 = 

Για     ν = 3    έχουμε     Α3= Α2.Α = 

=    

Άρα      Α4 = Α3 . Α = Ι.Α = Α
             Α5 = Α4 . Α = Α.Α = Α2  
             Α6 = Α5. Α  = Α2 . Α = Α3 
             ……………………………..
 
άρα  οι  διαδοχικές  δυνάμεις  του  Α   είναι:   Ι, Α, Α2, Ι, Α, Α2, Ι, Α, Α2,…. δηλαδή  για    ν = 3κ    (κ = 0,1,2,…)    έχουμε   Αν = Ι
                για    ν = 3κ+1    (κ = 0,1,2,…)   έχουμε  Αν = Α
                για    ν = 3κ+2    (κ = 0,1,2,…)    έχουμε  Αν = Α2 

π.χ.     Α15 = Α3.5 = 
            Α16 = Α3.5+1= 
            Α17 = Α3.5+2 =    



10)   Δίνεται  ο  πίνακας      Α =  .  Να  δειχθεί  ότι  Α4 = Ι
και  ότι  ο  Α  είναι  αντιστρέψιμος  και  να  βρεθεί  ο  Α-1 .
Λύση  
  Α2 =  .

Α4 = Α2 . Α2 =   
Τώρα  η  σχέση    Α4 = Ι   γράφεται  Α. Α3 = Ι = Α3.Α  
Έτσι  λοιπόν  για  τον  πίνακα  Α  βρήκαμε  έναν  πίνακα  τον   Α3  με
τον  οποίο  αν  πολ/σουμε  τον  Α  από  δεξιά  και  αριστερά  μας  δίνει
τον  μοναδιαίο  πίνακα. Συνεπώς  ο  Α  είναι  αντιστρέψιμος  και  ο αντίστροφος  του είναι  ο  Α3   δηλ. είναι   Α-1 = Α3 .
Έχουμε
   Α-1 = Α3 = Α2.Α = 
=
  .   




11)    Να  δείξετε  ότι  ο  πίνακας      Α =   
  ικανοποιεί  την  σχέση
                                             Α3 + 4.Α2 + 6.Α + 4.Ι = Ο
Στη  συνέχεια  να  δείξετε  ότι  ο  Α  είναι  αντιστρέψιμος  και  να  
βρεθεί  ο  αντίστροφός  του.
Λύση   
  Α2 = Α .Α = 

Α3 = Α2.Α = 
οπότε
Α3+ 4.Α2 +6.Α + 4Ι = 



Έχουμε   4.Ι = -Α3 – 4.Α2 – 6Α    ή     4.Ι = Α.(- Α2 – 4.Α – 6.Ι)  ή  
   Ι = Α .  .(- Α2 – 4.Α – 6.Ι)   

άρα  για  τον  πίνακα  Α  βρήκαμε  έναν  πίνακα   
τον         = .(Α2 + 4Α + 6Ι)  που  όταν  τον  πολ/με  
με  τον  Α  βρίσκουμε   τον  μοναδιαίο  πίνακα.
Επομένως  ο  Α  είναι  αντιστρέψιμος  και  ο  αντίστροφός  του  είναι
     Α-1 = Υπολογίστε  μόνοι σας  τον  πίνακα   Α-1 .

12)   Αν  Α2 = Α  και   Α  Ι, τότε  ο  Α  δεν  είναι  αντιστρέψιμος.
       Λύση  
Έστω  ότι  ο  Α  αντιστρέφεται  οπότε  υπάρχει  ο  Α-1   και  έχουμε
  Α .Α-1 = Ι.   Τότε  από  την  σχέση    Α = Α2    βρίσκουμε

  Α2 . Α-1 = Ι   ή   Α.(Α.Α-1) = Ι  ή   Α .Ι = Ι  ή    Α = Ι    άτοπον, γιατί  Α . 





















































