ΚΕΦ.6 ΑΚΕΡΑΙΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ

Σε αρκετά προβλήματα γ.π. οι μεταβλητές εκφράζουν ποσότητες που δεν μπορούν να διαιρεθούν και πρέπει να παίρνουν μόνο ακέραιες τιμές (π.χ. αριθμός ατόμων που απασχολούνται σε μια εργασία, αριθμός οχημάτων που πρέπει να αγοραστούν). 

Αν η λύση που προσδιορίζεται δεν είναι ακέραια, τότε στρογγυλοποιούνται οι τιμές των μεταβλητών στις πλησιέστερες ακέραιες τιμές, φροντίζοντας παράλληλα να ικανοποιούνται οι περιορισμοί του προβλήματος.

Μπορεί όμως η κατά προσέγγιση λύση να μην είναι ικανοποιητική, είτε διότι δεν είναι εφικτή, είτε διότι βρίσκεται μακριά από τη βέλτιστη λύση. Τότε χρησιμοποιούνται ειδικές μέθοδοι, όπως η μέθοδος κλάδου και φράγματος. Αυτή η μέθοδος βασίζεται στην ιδέα του περιορισμού της εφικτής περιοχής των λύσεων, μέχρι να εντοπιστεί η περιοχή που εμπεριέχει την άριστη ακέραια λύση. Τα βήματα της μεθόδου είναι:

1ο βήμα: Με δεδομένο το πρόβλημα, προσδιορίζεται η βέλτιστη λύση, θεωρώντας ότι οι μεταβλητές είναι συνεχείς >=0 και όχι ακέραιες. Αν η βέλτιστη λύση δίνει στις μεταβλητές ακέραιες τιμές, τότε αυτή είναι η βέλτιστη λύση. Διαφορετικά πάμε στο 2ο βήμα.

2ο βήμα: Το σύνολο των εφικτών μη ακέραιων λύσεων διακλαδίζεται σε δύο υποσύνολα, εισάγοντας αλληλοαποκλειόμενους περιορισμούς, προκειμένου να ικανοποιηθεί ο περιορισμός ακεραιότητας μιας μεταβλητής.

3ο βήμα: Για κάθε πρόβλημα με βέλτιστη μη ακέραια λύση, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ορίζεται ως το άνω φράγμα του. Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης της καλύτερης μέχρι τώρα ακέραιας λύσης ορίζεται ως κάτω φράγμα. Εκείνα τα υποπροβλήματα των οποίων τα άνω φράγματα είναι καλύτερα από το ισχύον κάτω φράγμα, εξετάζονται για περαιτέρω διακλάδωση. Ανάμεσα σε αυτά επιλέγεται το υποπρόβλημα με το καλύτερο άνω φράγμα και επαναλαμβάνεται η διαδικασία από το 2ο βήμα. Αν δεν υπάρχει υποπρόβλημα για περαιτέρω διακλάδωση, τότε η λύση που αντιστοιχεί στο κάτω φράγμα είναι η βέλτιστη.

Όταν έχουμε προβλήματα ελαχιστοποίησης ο όρος ‘’καλύτερη’’ αντιστοιχεί στη μικρότερη τιμή. Συνεπώς το άνω φράγμα αντιστοιχεί στη μικρότερη τιμή της αντ.συνάρτησης και το κάτω φράγμα στη μεγαλύτερη τιμή.

Παράδειγμα 6.6

Να βρεθεί η βέλτιστη ακέραια λύση του παρακάτω προβλήματος.

maxz= 40x1+30x2

2x1+2x2< = 59


 

3x1+x2 <= 75




x1+2x2 <= 50




x1, x2 > = 0 και ακέραιες


1ο στάδιο- Αρχική βέλτιστη λύση

Λύνοντας το πρόβλημα ΓΠ, αγνοώντας τους  περιορισμούς ακεραιότητας παίρνουμε τις βέλτιστες λύσεις x1= 22,75 και x2=6,75, με z=1112,5. H λύση αυτή δεν είναι ακέραια. Έτσι επιλέγουμε τυχαία μία από τις μεταβλητές x1, x2 για να οδηγηθούμε σε άλλες λύσεις.

2ο στάδιο

Έστω ότι επιλέγουμε την x1 που είχε λύση την 22,75 και θέτουμε x1<=22 και x2>=23. Προκύπτουν τα προβλήματα:

maxz= 40x1+30x2

2x1+2x2< = 59




3x1+x2 <= 75





Πρόβλημα (2) 

x1+2x2 <= 50




x1
<=22




x1, x2 > = 0




maxz= 40x1+30x2

2x1+2x2< = 59




3x1+x2 <= 75




x1+2x2 <= 50





Πρόβλημα (3) 

x1
>=23




x1, x2 > = 0


 

Το πρόβλημα (2) έχει βέλτιστες λύσεις τις x1=22 και x2=7,5 με z=1105.

Το πρόβλημα (3) έχει βέλτιστες λύσεις τις x1=23 και x2=6 με z=1100. Αυτή η λύση είναι ακέραια και το 1100 είναι το νέο κάτω φράγμα.

Η βέλτιστη τιμή του (2) είναι 1105 και είναι μεγαλύτερη από το κάτω φράγμα (1100), οπότε συνεχίζουμε. 

3ο στάδιο

Δημιουργούνται δύο νέα προβλήματα (αφού θέσουμε για το x2=7,5 : x2<=7 και x2>=8) 

maxz= 40x1+30x2

2x1+2x2< = 59




3x1+x2 <= 75





Πρόβλημα (4) 

x1+2x2 <= 50




x1
<=22




x2
<=7




x1, x2 > = 0




maxz= 40x1+30x2

2x1+2x2< = 59




3x1+x2 <= 75





Πρόβλημα (5) 

x1+2x2 <= 50




x1
<=22




x2
>=8




x1, x2 > = 0




Το πρόβλημα (4) έχει λύσεις x1=22 και x2=7 με z=1090. Αυτή είναι ακέραια, αλλά χειρότερη από το κάτω φράγμα.

Το πρόβλημα (5) έχει λύσεις x1=21,5 και x2=8 με z=1100. Αυτή η λύση δεν είναι ακέραια, όμως η τιμή της αντικ.συνάρτησης είναι ίση με το κάτω φράγμα, οπότε δε θα συνεχιστεί η διακλάδωση.

Επομένως η βέλτιστη ακέραια λύση είναι x1=23 και x2=6 με z=1100.

Τα παραπάνω βήματα δίνονται συνοπτικά σε έναν πίνακα:
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