              
                         
                                                      10ο  Μάθημα     
     
             Μη ομογενείς  γραμμικές  Δ.Ε.  με σταθερούς
            συντελεστές  (2ης  τάξης)

     2η  Περίπτωση  
    Αν  φ(x) = κ.συν(rx)    ή   φ(x) = κ.ημ(rx)   και το ri  δεν είναι
    ρίζα  της χαρακτηριστικής  εξίσωσης, τότε  
                        y0 = α.συν(rx) + β.ημ(rx)   

   Παράδειγμα  1.  
   Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                            (1)
  Λύση  
  Η χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:  λ2 – λ = 0,  που έχει
  λύσεις   λ1 = 0   ή   λ2 = 1 
  εδώ  έχουμε    r = 1    και το  1.i = i   δεν  είναι  λύση  της   
  χαρακτηριστικής  εξίσωσης .
  Οπότε
                y0 = α.συνx + β.ημx
  Έχουμε
                = - α.ημx + β.συνx   
  και
               = - α.συνx – β.ημx  
   Αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε:
   (- α.συνx – β.ημx) – (- α.ημx + β.συνx) = ημx     ή
   ( - α – β)συνx + (α – β).ημx = ημx       ή
   (- α – β)συνx + (α – β – 1)ημx = 0
   Επειδή  η προηγούμενη σχέση ισχύει για κάθε  x, έχουμε:
          
   Οπότε  τελικά  έχουμε  
                y0 =  συνx –  ημx  

   Παράδειγμα  2.  
   Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
             + 2. + y = 6.συν(2x)         (1)
   Λύση  
  Η χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:  λ2 + 2λ + 1 = 0, 
  που  έχει διπλή ρίζα  το  - 1.
  Επειδή  r = 2   και  το  2i   δεν  είναι  λύση  της       χαρακτηριστικής εξίσωσης,  θα έχουμε:
                             y0 = α.συν2x + β.ημ2x
  Επομένως  
                           = - 2αημ2x + 2β.συν2x    
    και
                          = - 4α.συν2x – 4β.ημ2x    
     
    Aντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε:
      (- 4α.συν2x – 4β.ημ2x) + 2.(-2α.ημ2x +2β.συν2x) +
      + (α.συν2x + β.ημ2x) = 6.συν(2x)
       (- 4α.συν2x +4β.συν2x + α.συν2x -6.συν2x) +
      + (- 4β.ημ2x – 4α.ημ2x + β.ημ2x) = 0
      (-3α + 4β – 6).συν2x + (- 3β – 4α)ημ2x = 0
     
     οπότε     y0 = 

     Παράδειγμα 3.  
     Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  στην  ακόλουθη  Δ.Ε.
                            (1)
      Λύση  
  Η  χαρακτηριστική εξίσωση της  (1) είναι:   λ2 – λ – 2 = 0
   Δ =      άρα    λ1,2 = , 
   ή    λ1 = 2    και     λ2 = - 1
   Επειδή   r = 1   και το   1.i  δεν είναι  λύση  της  
    χαρακτηριστικής  εξίσωσης, θα  έχουμε: 
                        y0 = α.συνx + β.ημx
   Έχουμε
                
   και
               Αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε:
   (- α.συνx- β.ημx) – (- α.ημx + β.συνx) – 2.(α.συνx + β.ημx) =
    = 20.συνx         ή
   (- α – β – 2α – 20).συνx + (- β + α – 2β)ημx = 0   ή
   (- 3α – β – 20).συνx + (α – 3β).ημx = 0        ή
   
   ,   οπότε     y0 = - 6.συνx – 2.ημx   


[bookmark: _GoBack]    Παράδειγμα  4.   
    Να βρεθεί  μία μερική  λύση  της  Δ.Ε.
             + 2. + y = 6.ημ2x         (1)  
    Λύση
    Η χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:  
        λ2 + 2λ + 1 = 0   ή     
    Επειδή   r = 2   και το   2i   δεν είναι  λύση  της
    χαρακτηριστικής  εξίσωσης  θα  έχουμε  
                y0 = α.συν2x + β.ημ2x
    Έχουμε
                       
   και
                 = - 4α.συν2x – 4β.ημ2x   
   οπότε  αντικαθιστώντας  στην  (1),  έχουμε

       (- 4α.συν2x – 4β.ημ2x) + 2.(- 2α.ημ2x + 2β.συν2x) +
       + (α.συν2x + β.ημ2x) = 6.ημ2x      
     
     

      
     Έχουμε
                    D = 
                    Dα ==
      άρα
                   α =       και      β =           και     επομένως
         
                         y0 = 
     
      
                     
  
  
