                                                                                              


                                                           9ο   Μάθημα      

        Μη  ομογενείς  γραμμικές    Δ.Ε.  με  σταθερούς 
        συντελεστές  ( 2ης  τάξης)    

         Αυτές  είναι  εξισώσεις  της  μορφής 
                   + α1. + α0.y = φ(x)          (1)    
     
        Η  γενική λύση   y   της  εξίσωσης  αυτής, προκύπτει αν
        στην  γενική  λύση     της  αντίστοιχης  ομογενούς
                  + α1. + α0.y = 0                  (2)

        προσθέσουμε  μία  λύση   y0   της  (1),  δηλαδή
                             y =  + y0    
    
        Το  να  βρεθεί  η  λύση   y0    της  (1),  δεν  είναι  πάντοτε  εφικτό.
        Σε  μερικές  περιπτώσεις  μπορούμε  να το  πετύχουμε, 
        βλέποντας  την  μορφή  που  έχει  η  συνάρτηση   φ(x).

      1η  Περίπτωση   
    Είναι   φ(x) = κ. .   Τότε  Θεωρούμε  την  χαρακτηριστική εξίσωση
    της αντίστοιχης  ομογενούς  και  ελέγχουμε  αν  το  x   είναι  ρίζα  ή  όχι  αυτής.
 
   1i)  Το  r  δεν  είναι  λύση  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης.
   Τότε  η  μερική  λύση  που  ζητάμε  θα  είναι  της  μορφής
                               (το   α    προσδιορίζεται).

    Παράδειγμα  1.  
    Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  στην  ακόλουθη  Δ.Ε.
                        – 3.           (1)
    Λύση   
    Θεωρούμε  την  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  αντίστοιχης 
    ομογενούς
                           λ2 – 3λ + 2 = 0    
        Δ = - 4.1.2 = 1 ,  οπότε  οι  λύσεις  είναι    =  
       δηλ.   λ1 = 1   και   λ2 = 2
      Στον  όρο      στο  δεύτερο  μέλος, το  3  δεν  είναι  λύση  
      της χαρακτηριστικής  εξίσωσης, οπότε  η μερική  λύση  θα  
      είναι   της   μορφής           (2)
      Από  την  σχέση  (2)  παραγωγίζοντας   έχουμε
                = α..= 3.α.       και      = 9.α.
     
       Αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε
                               9.α. – 3. + 2.α. = 2.      ή
                                2.α. = 2.        ή    α = 1
       και  άρα  η μερική  λύση  είναι:   =     .

       Παράδειγμα  2   
       Να  βρεθεί  μία  μερική   λύση  στην  ακόλουθη  Δ.Ε.
                          + 2. + y =          (1)
       Λύση  
      Θεωρώ  την  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  αντίστοιχης  ομογενούς
              λ2 + 2λ +1 = 0 , που  έχει  ως  λύση  
      Στον  όρο      στο  δεύτερο  μέλος, το  1  δεν  είναι  λύση 
      της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης  της  ομογενούς,  οπότε 
      η μερική λύση  θα  είναι  της  μορφής               (2)
      Παραγωγίζοντας   την  (2)   έχουμε
               = α.      και        = α.    
        Αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε  ότι:
         α. + 2.(α. ) + α. =        ή       4.α. =    ή    α =  
         άρα  η  μερική  λύση  είναι:           

       1ii)  Το   r   είναι  απλή  ρίζα  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης.
       Τότε  η  μερική  λύση είναι της μορφής    y0 = α.x.erx 
       ( το  α  προσδιορίζεται).
       

        Παράδειγμα  3.
        Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση της  Δ.Ε.
                           – 3 + 2y = 5.ex           (1)
        Λύση       
     Εδώ έχουμε  r = 1, το οποίο  είναι απλή λύση της  
     χαρακτηριστικής   εξίσωσης     λ2 – 3λ + 2 = 0. 
     Είναι  Δ = 9 – 8 = 1,     οπότε  λ1,2=    ,
     δηλαδή      λ1= 2     και      λ2= 1 
     έτσι,  η μερική λύση θα είναι της μορφής  y0 = α.x.ex  (2).
     Αφού  βρούμε  τις  παραγώγους  1ης  και  2ης  τάξης  της
     εξίσωσης  (2)  αντικαθιστούμε  στην  (1)  για  να  
     προσδιορίσουμε  το  α.
     Πραγματικά
                 και

           
       Από  την  σχέση (1) με αντικατάσταση έχουμε
  
       ή     ή     α = - 5   
       Συνεπώς    y0 = - 5xex   
    


 1iii)  Το  r  είναι διπλή  ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης.
      Τότε  η μερική  λύση, θα είναι της μορφής
           y0 = α.x2.erx   (το  α  προσδιορίζεται).

  Παράδειγμα 4.  
     Να  βρεθεί  μία μερική λύση της
              - 6 + 9y = e3x        (1)  
     Λύση  
  Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  είναι:  λ2 – 6λ + 9 = 0
    Δ = 36 – 36 = 0    άρα    λ1,2 = 3
  εδώ  έχουμε  r = 3,  το οποίο είναι διπλή ρίζα  της  χαρακτηριστικής εξίσωσης.
  Οπότε     y0 = α.x2.e3x 
   Έχουμε
          
  και
       = + 
              = 2α.(e3x + 3xe3x) + 3α.(2xe3x + 3x2e3x)
              = 2α.e3x + 6αxe3x + 6αxe3x + 9αx2e3x   
  Αντικαθιστούμε  στην  (1)  και  έχουμε
  (2αe3x+12αxe3x+9αx2e3x)– 6(2αxe3x+3αx2e3x)+9αx2e3x= e3x 
      ή    2αe3x = e3x    ή    α =  
   οπότε   
                y0 =    






   
    Ασκήσεις  στην  1η  περίπτωση.  
  
 1)  Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  στην  Δ.Ε.
        + 2. + y =          (1)
    Λύση
    Η χαρακτηριστική εξίσωση της  (1)  είναι:  λ2 + 2λ +1=0  
     Δ = 4 – 4 = 0   οπότε     λ1,2=  = - 1
    Εδώ έχουμε   r = 1,  το οποίο δεν είναι λύση της 
    χαρακτηριστικής εξίσωσης, άρα  η μερική λύση θα είναι
    της μορφής     y0 = α.ex 
     Έχουμε
               = α.ex      και      = α.ex  
    
      Αντικαθιστώντας   στην  (1)  έχουμε:
        (α.ex) +2(α.ex) + α.ex = ex      ή    4αex = ex     ή     α = 
      οπότε      y0 =  . ex  

     2) Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε. 
                              – y = ex  
       Λύση    
  Η χαρακτηριστική εξίσωση της  (1)  είναι   λ2– 1 = 0  
  ή  λ=  . Εδώ  έχουμε   r = 1,   το οποίο  είναι  απλή  λύση  της χαρακτηριστικής  εξίσωσης, οπότε
  η μερική   λύση  θα  είναι της  μορφής    y0 = α.x.ex  
  Έχουμε  
                 = α.(1.ex + x.ex) = α.ex+ α.xex     και
                 = α.ex + (α.ex + α.xex) = 2αex +αxex  
    οπότε  αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε:
     ( 2α.ex +α.xex) – α.xex = ex     ή    2α.ex = ex   ή   α =   
    επομένως      y0 = .xex  

    3)  Να βρεθεί μία μερική λύση της  ακόλουθης  Δ.Ε.
                – 4. + 4y = 2e2x           (1)
[bookmark: _GoBack]      Λύση   
   Η  χαρακτηριστική εξίσωση  της  (1)  είναι:  λ2 – 4λ +λ = 0, 
      Δ = 16 – 16 = 0,     λ1,2 =  = 2
     εδώ  έχουμε    r = 2,  το οποίο  είναι διπλή ρίζα  της
     χαρακτηριστικής  εξίσωσης,  οπότε   y0 = α.x2.e2x
    οπότε
                = α(2xe2x +2x2e2x) = 2αxe2x + 2αx2e2x       και
   
              = 2α(1.e2x +2x.e2x) + 2α(2xe2x + 4x2e2x)
                     = 2αe2x + 4αxe2x + 4αxe2x + 8αx2e2x   
        επομένως  αντικαθιστώντας στην  (1)  έχουμε
   (2αe2x+8αxe2x+ 4αx2e2x)- 4(2αxe2x+2αx2e2x)+(4αx2e2x)=2e2x   
       ή      2α.e2x = 2.e2x      ή     α = 1  
         άρα  η μερική λύση   της  (1)  είναι   y0 = x2.e2x     
                  
     
      
  
    
