

                              4ο  Μάθημα

  Μέγιστα  και  Ελάχιστα  Συνάρτησης δύο  μεταβλητών

Έστω  η συνάρτηση  f(x,y)  δύο  μεταβλητών. Για να  βρούμε τα μέγιστα και  ελάχιστα της  f(x,y)  εργαζόμαστε  ως εξής:

α)  Βρίσκω  τις μερικές παραγώγους  1ης  και  2ης  τάξης, δηλ. τις
             ,    ,    ,    ,    
β)  Λύνω  το  σύστημα  των  εξισώσεων
             = 0,       = 0      (1)        

γ) Εξετάζω για τις διάφορες λύσεις (x0 , y0 )  του συστήματος (1)      το πρόσημο  της  παράστασης

                    Δ = ( )2 -  .    
και διακρίνω τις περιπτώσεις:

i)  Αν  για κάποια  λύση  (x0 , y0)
   Δ  0,  τότε  f(x0 , y0)  είναι  ακρότατο.
 Στην  περίπτωση  αυτή  εξετάζω  το  πρόσημο της παράστασης
                         ή        για   x = x0   και   y = y0 .   
Αν  αυτό είναι  θετικό  τότε  f(x0 , y0)  είναι  ελάχιστο,  ενώ  αν το 
πρόσημο  είναι  αρνητικό  το  f(x0 ,y0)   είναι  μέγιστο.  
ii)  Αν  για  κάποια  λύση (x0 ,y0)  έχουμε  Δ 0,  τότε το f(x0 , y0)
   δεν  είναι  ακρότατο.
iii) Αν για κάποια λύση  (x0, y0)  έχουμε  Δ = 0, τότε εξετάζουμε το πρόσημο του 3ου όρου της σειράς  Taylor  για  x=x0  και  y=y0
(λέμε ότι δεν μπορούμε να αποφανθούμε).

Παράδειγμα 1    Να  βρεθούν  τα μέγιστα  και  ελάχιστα της συνάρτησης     f(x,y) = x2 – xy + y2 – 3y 
Λύση
Είναι                     = 2x-y,                              = -x +2y -3,  
                        = 2,        = -1                 = 2

Λύνω το σύστημα των     = 0,   = 0
δηλαδή
                { 2x – y =0  ,   -x + 2y = 3}   με  λύσεις   x =-2 ,  y=   

Θεωρώ την παράσταση  
                           Δ =  _    .    = (-1)2  -2.2 = -3  0

Έχουμε  Δ  0,  άρα  η  f(-2,  )   είναι  ακρότατο.
Επειδή     = 2  0     το   f(-2,  )= (-2)2 – (-2). + ()2 -3.() =  

Παράδειγμα 2.  Να βρεθούν τα ακρότατα  της συνάρτησης
                            f(x,y) = x2 – 5xy +  4y2  
Λύση 
Είναι             = 2x – 5y                       = -5x + 8y  

                     = 2,       = -5,          = 8    

Λύνω  το σύστημα  των     = 0,      = 0
δηλαδή   { 2x – 5y = 0 , -5x +8y } =0   με λύσεις   x = o  και  y = o   
Θεωρώ  την παράσταση
                        Δ = -  .   = (-5)2 – 22 .82 = -231 < 0
Έχουμε  Δ < 0, άρα  η  f(0,0)  είναι  ακρότατο.
Επειδή   = 2 > 0 , το  f(0,0)  είναι  ελάχιστο  και είναι 
 f(0,0) = 0.

Παράδειγμα 3.  Να βρεθούν τα μέγιστα και τα ελάχιστα της συνάρτησης   
                          f(x,y) = x.y.(x- 2y +3).
Λύση
Είναι  f(x,y) = x2y – 2xy2 + 3xy
                   
   = 2xy – 2y2 + 3y,                        = x2 – 4xy + 3x

  = 2y,        = 2x-4y +3,         = -4x      

Λύνω το σύστημα των         = 0,    = 0
δηλαδή,         

ή ισοδύναμα
                (Σ1): ,                      (Σ2):  , 

           (Σ3):  ,      (Σ4):  

Από τα συστήματα αυτά έχουμε αντίστοιχα τις λύσεις  

  (Λ1,   (Λ2): ,   (Λ3):  ,  (Λ4):

Θεωρούμε την παράσταση
[bookmark: _GoBack]Δ =  -   .   =  – 2y.(-4x) 

Όταν  x=0, y=0   έχουμε   Δ = 9 >0.  Επομένως  το f(0,0)  δεν είναι ακρότατο.
Για   x=0,  y=   έχουμε  Δ = 9>0.  Επομένως  το  f(0, )  δεν είναι ακρότατο.
Όταν  y=0,  x=-3    έχουμε  Δ = 9>0  και  άρα το  f(-3,0 ) δεν είναι ακρότατο.
Για  x=-1,  y=    έχουμε   Δ = -3<0  και άρα το  f(-1,  )=-   είναι 
ακρότατο.
Εξετάζοντας  το  πρόσημο  της    = 2y,   για  x=-1  και  y=  
βρίσκουμε
 (-1,  ) = 1>0   και  επομένως  f(-1,   )  είναι ελάχιστο.
Το ελάχιστο είναι  όπως είδαμε πιο πάνω  f(-1,  )= -  .

Ασκήσεις  για το σπίτι  

Να  βρεθούν τα ακρότατα  των  συναρτήσεων

1)  f(x,y) = 3x2 -6xy +4y2  

2)  f(x,y) = x(x- 2y +3xy )




 








  
