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ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 : ΕΥΘΕΙΑ ΚΑΙ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ 

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
 

΢ε αοηό ημ θεθάιαημ ζα μειεηήζμομε ηεκ εοζεία θαη ακηίζηνμθε θηκεμαηηθή 

γηα πεηνηζηέξ με ζοκδέζμμοξ ζε ζεηνά. Σμ πνόβιεμα ηεξ θηκεμαηηθήξ  είκαη κα 

πενηγνάρεη ηεκ θίκεζε πςνίξ κα ιαμβάκμκηαη οπόρε μη δοκάμεηξ θαη μη νμπέξ 

ελαηηίαξ ηηξ θίκεζεξ.  Ε θηκεμαηηθή πενηγναθή δειαδή είκαη γεςμεηνηθή. 

Πνώηα ζα αζπμιεζμύμε με ημ πνόβιεμα ηεξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ ζύμθςκα 

με ημ μπμίμ ζα θαζμνίζμομε ηεκ ζέζε θαη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ 

ζημηπείμο δνάζεξ, με δεδμμέκεξ ηηξ ηημέξ γηα ηηξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ 

ημο νμμπόη. Σμ πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ είκαη μ θαζμνηζμόξ 

ηςκ ηημώκ ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ με δεδμμέκε ηε ζέζε θαη ημκ 

πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ.  

 

 

3.1 ΗΖΚΕΙΑΣΖΗΓ΢ ΑΘΤ΢ΖΔΓ΢ 

 

Όπςξ πενηγνάθεθε θαη ζημ θεθάιαημ έκα, έκαξ νμμπμηηθόξ πεηνηζηήξ 

απμηειείηαη από έκα ζύκμιμ από ζοκδέζμμοξ πμο είκαη ζοκδεδεμέκμη μεηαλύ 

ημοξ μέζς ανζνώζεςκ. Οη ανζνώζεηξ μπμνεί κα είκαη είηε πμιύ μηθνέξ, όπςξ 

μηα πενηζηνμθηθή άνζνςζε ή μηα πνηζμαηηθή άνζνςζε είηε μπμνεί κα είκαη 

πενηζζόηενμ πμιύπιμθεξ, όπςξ μηα ζθαηνηθή θαη θμίιε άνζνςζε 

(οπεκζομίδμκηαξ όηη μηα πενηζηνμθηθή άνζνςζε μμηάδεη με ανμό θαη επηηνέπεη 

μηα ζπεηηθή πενηζηνμθή γύνς από έκακ άλμκα, εκώ μηα πνηζμαηηθή άνζνςζε 

επηηνέπεη μηα γναμμηθή θίκεζε θαηά μήθμξ εκόξ άλμκα πμο μκμμάδεηαη 

πνμέθηαζε ή ακάθιεζε). Ε δηαθμνά μεηαλύ ηςκ δομ θαηαζηάζεςκ είκαη όηη 

ζηεκ πνώηε πενίπηςζε ε άνζνςζε έπεη μόκμ έκα DOF θίκεζεξ : ηε γςκία 

πενηζηνμθήξ ζηεκ πενίπηςζε ηεξ πενηζηνμθηθήξ άνζνςζεξ θαη ηεκ πμζόηεηα 

ηεξ γναμμηθήξ μεηαηόπηζεξ ζηεκ πενίπηςζε ηεξ πνηζμαηηθήξ άνζνςζεξ. ΢ε 

ακηίζεζε μηα ζθαηνηθή θαη θμίιε άνζνςζε έπεη δομ DOF. ΢ε αοηό ημ βηβιίμ 

οπμζέημομε όηη αοηέξ μη ανζνώζεηξ έπμοκ έκα DOF. Αοηή ε οπόζεζε δεκ 

εμπενηέπεη θάπμηα πναγμαηηθή απώιεηα ηεξ γεκηθόηεηαξ από ηε ζηηγμή πμο 

ανζνώζεηξ ηύπμο ζθαηνηθήξ θαη θμίιεξ άνζνςζεξ (2 DOF) ή ημο ζθαηνηθμύ 

θανπμύ (3 DOF) μπμνμύκ πάκηα κα ζεςνεζμύκ ςξ αιιειμοπία ανζνώζεςκ 

εκόξ βαζμμύ ειεοζενίαξ με ζοκδέζμμοξ μεδεκηθμύ μήθμοξ ακάμεζά ημοξ.  
  

  Ιε αοηήκ ηεκ οπόζεζε όηη θάζε άνζνςζε έπεη έκα DOF, ε εκένγεηα 

ηεξ θάζε άνζνςζεξ μπμνεί κα πενηγναθεί με έκακ πναγμαηηθό ανηζμό : ηε 

γςκία ηεξ πενηζηνμθήξ ζηεκ πενίπηςζε ηεξ πενηζηνμθηθήξ άνζνςζεξ ή ηε 

μεηαηόπηζε ζηεκ πενίπηςζε ηεξ πνηζμαηηθήξ άνζνςζεξ. Ο ζηόπμξ ηεξ 
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εοζείαξ θηκεμαηηθήξ ακάιοζεξ είκαη μ θαζμνηζμόξ, αζνμηζηηθά ημο 

απμηειέζμαημξ, μιόθιενμο ημο ζοκόιμο ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ, 

δειαδή μ θαζμνηζμόξ ηεξ ζέζεξ θαη ημο πνμζακαημιηζμμύ ημο ηειηθμύ 

ζημηπείμο δνάζεξ με δεδμμέκεξ ηηξ ηημέξ ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ.  

Ακηίζεηα μ ζθμπόξ ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ ακάιοζεξ είκαη μ θαζμνηζμόξ 

ηςκ ηημώκ ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ δεδμμέκεξ ηεξ ζέζεξ θαη ημο 

πνμζακαημιηζμμύ ημο πιαηζίμο ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ.  

  

Έκαξ νμμπμηηθόξ πείνηζηεξ με n ανζνώζεηξ ζα έπεη n+1 ζοκδέζμμοξ, 

από ηεκ  ζηηγμή πμο μηα ηέημηα άνζνςζε ζοκδέεη 2 ζοκδέζμμοξ. Ανηζμμύμε 

ηηξ ανζνώζεηξ από ημ 1 έςξ ημ n , θαη ημοξ ζοκδέζμμοξ από ημ 0 έςξ ημ n , 

λεθηκώκηαξ από ηε βάζε. ΢ύμθςκα με αοηήκ ηεκ ζοκζήθε ε άνζνςζε i 

ζοκδέεη ημκ ζύκδεζμμ i-1 με ημ ζύκδεζμμ i. ζεςνμύμε όηη ε ζέζε ηεξ 

άνζνςζεξ i είκαη αμεηαθίκεηε ζε ζπέζε με ημ ζύκδεζμμ i-1. Όηακ 

εκενγμπμηείηαη ε άνζνςζε i θηκείηαη μ ζύκδεζμμξ i. Άνα μ ζύκδεζμμξ 0         

(δειαδή μ πνώημξ ζύκδεζμμξ) είκαη αμεηαθίκεημξ θαη δεκ θηκείηε θαζώξ 

μεηαθηκμύκηαη μη μνζώζεηξ. Φοζηθά μ νμμπμηηθόξ πεηνηζηήξ μπμνεί κα είκαη 

θηκεηόξ (δειαδή μπμνεί κα είκαη ζηενεςμέκμξ ζε μηα θηκεηή πιαηθόνμα ή ζε 

έκα αοηόκμμμ όπεμα). 

 

 Ιε ηεκ άνζνςζε ith ζπεηίδμομε μηα μεηαβιεηή άνζνςζεξ ε μπμία 

ζομβμιίδεηαη με qi. ΢ηεκ πενίπηςζε  πενηζηνμθηθήξ άνζνςζεξ ημ qi είκαη 

γςκία πενηζηνμθήξ θαη ζηεκ πενίπηςζε ηεξ πνηζμαηηθήξ άνζνςζεξ ημ qi είκαη 

ε μεηαηόπηζε ηεξ άνζνςζεξ : 
 

 
 

Γηα ηεκ πναγμαημπμίεζε ηεξ θηκεμαηηθήξ ακάιοζεξ ημπμζεημύμε έκα 

πιαίζημ ακαθμνάξ (άθαμπηα) ζε θάζε ζύκδεζμμ. Πμημ ζογθεθνημέκα 

ημπμζεημύμε ημ πιαίζημ oi xi yi zi ζημ ζύκδεζμμ i. Αοηό ζεμαίκεη όηη 

μπμηαδήπμηε θίκεζε εθηειεί ημ νμμπόη μη ζοκηεηαγμέκεξ ημο θάζε ζεμείμο 

ζημ ζύκδεζμμ i είκαη ζηαζενέξ όηακ εθθνάδμκηαη ζημ ith πιαίζημ 

ζοκηεηαγμέκςκ. Γπίζεξ όηακ εκενγμπμηείηαη ε άνζνςζε i,  μ ζύκδεζμμξ i θαη 

ημ πιαίζημ oi xi yi zi πμο είκαη ημπμζεηεμέκμ πάκς ημο, αθμιμοζμύκ ηεκ 

θίκεζε. Σμ πιαίζημ o0 x0 y0 z0 ημ μπμίμ είκαη ημπμζεηεμέκμ ζηε βάζε ημο 

νμμπόη, ακαθένεηαη ςξ πιαίζημ αδνάκεηαξ. Σμ ζπήμα 3.1 πανμοζηάδεη ηα 

ημπμζεηεμέκα πιαίζηα (άθαμπηα) ζημοξ ζοκδέζμμοξ γηα ηεκ πενίπηςζε  

πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα .  

 

 

(3.1) 
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΢πήμα 3.1 ΢οζηήμαηα ζοκηεηαγμέκςκ ημπμζεηεμέκα ζημ πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα 

  

Τπμζέημομε όηη μ Αi είκαη μ πίκαθαξ μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ μ 

μπμίμξ εθθνάδεη ηε ζέζε θαη πνμζακαημιηζμό ημο oi xi yi zi ζε ζπέζε με ημ 

oi-1 xi-1 yi-1 zi-1. Ο πίκαθαξ Αi δεκ  είκαη ζηαζενόξ αιιά μεηαβάιιεηαη θαζώξ ε 

δηαμόνθςζε ημο νμμπόη αιιάδεη. Γπμμέκςξ ε οπόζεζε όηη όιεξ μη ανζνώζεηξ 

είκαη πνηζμαηηθέξ ή πενηζηνμθηθέξ ζεμαίκεη όηη μ Αi είκαη μηα ζοκάνηεζε μηαξ 

μόκμ μεηαβιεηήξ ηεξ άνζνςζεξ θαη μκμμάδεηαη qi , δειαδή :  
  

 

 

  Ο πίκαθαξ μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ μ μπμίμξ εθθνάδεη ηε ζέζε θαη 

ημκ πνμζακαημιηζμό  ημο oj xj yj zj ζε ζπέζε με ημ oi xi yi zi μκμμάδεηαη 

θαηά ζοκζήθε, πίκαθαξ μεηαζπεμαηηζμμύ θαη ζομβμιίδεηαη  με Σj
i. Από ημ 

θεθάιαημ 2 είδαμε όηη  
 

 
 

 Γπεηδή έπμομε ημπμζεηήζεη ηα δηάθμνα πιαίζηα άθαμπηα ζημοξ 

ακηίζημηπμοξ ζοκδέζμμοξ αοηό ζεμαίκεη όηη ε ζέζε ημο θάζε ζεμείμο ημο 

ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ, όηακ εθθνάδεηαη ζημ πιαίζημ n, είκαη μηα ζηαζενά 

ακελάνηεηε ηεξ δηαμόνθςζεξ ημο νμμπόη. ΢ομβμιίδμομε ηε ζέζε θαη ημκ 

πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ ηεξ 

βάζεξ ή πιαίζημ αδνάκεηαξ με έκα ηνηπιό δηάκοζμα 0n
0 (ημ μπμίμ δίκεη ηηξ 

(3.2) 

(3.3) 
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ζοκηεηαγμέκεξ ηεξ ανπήξ ηςκ αλόκςκ ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ζε ζπέζε 

με ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ) θαη ημκ 3Υ3  πίκαθα πενηζηνμθήξ Rn
0 θαη έηζη 

θαζμνίδμομε ημκ πίκαθα μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ  
 

 
 

Έηζη ε ζέζε θαη μ πνμζακαημιηζμόξ ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ζε ζπέζε 

με ημ πιαίζημ αδνακείαξ δίκμκηαη από  
 

 
 

Ηάζε μμμγεκείξ  μεηαζπεμαηηζμόξ   Αi είκαη ηεξ μμνθήξ  
 

 
 

Έηζη 

 
 

Ο πίκαθαξ Rj
i εθθνάδεη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο oj xj yj zj ζε ζπέζε 

με ημ oi xi yi zi θαη δίκεηαη από ηα πενηζηνμθηθά μένε ηςκ πηκάθςκ Α ζακ : 

 

 
 

Σα δηακύζμαηα ζοκηεηαγμέκςκ 0j
i δίκμκηαη πενημδηθά από ημκ ηύπμ : 

 

 
 

Γηα ηεκ εοζεία θηκεμαηηθή αοηό πμο μαξ εκδηαθένεη είκαη μ θαζμνηζμόξ 

ηςκ ζοκανηήζεςκ Ai(qi) θαη ηηξ πμιιαπιαζηάδμομε μεηαλύ ημοξ. Ωζηόζμ 

μπμνεί κα απιμπμηεζεί ημ πνόβιεμα εηζάγμκηαξ δηάθμνεξ ζοκζήθεξ όπςξ ε 

ακαπανάζηαζε μηαξ άνζνςζεξ θαηά  Denavit-Hartenberg. 
 

 

 

 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 
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3.2 ΓΤΘΓΖΑ ΗΖΚΕΙΑΣΖΗΕ : ΢ΤΚΘΕΗΕ DENAVIT 

HARTENBERG 

 

΢ αοηή ηεκ εκόηεηα ζα ακαπηύλμομε ηηξ εληζώζεηξ ηεξ εοζείαξ 

θηκεμαηηθήξ γηα άθαμπηα νμμπόη. Σμ πνόβιεμα ηεξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ έπεη 

ζπέζε με ηηξ ανζνώζεηξ μεμμκςμέκα ημο νμμπμηηθμύ πεηνηζηή θ με ηεκ ζέζε 

θ ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ενγαιείμο ή ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ. Οη 

μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ μεηαλύ ηςκ ζοκδέζμςκ ζηεκ πενίπηςζε ηςκ 

πενηζηνμθηθώκ ανζνώζεςκ θαη ε επέθηαζε ημο ζοκδέζμμο ζηεκ πενίπηςζε 

ηςκ πνηζμαηηθώκ ή μιηζζαηκόκηςκ ανζνώζεςκ. 

  

Ε ακάιοζε αοηή είκαη μηα ζοζηεμαηηθή δηαδηθαζία, με ηεκ ακάπηολε 

θάπμηςκ ζοκζεθώκ. Βέβαηα είκαη δοκαηόκ ε εοζεία θηκεμαηηθή ακάιοζε κα 

γίκεη θαη πςνίξ αοηέξ ηηξ ζοκζήθεξ, όπςξ ζημ πανάδεηγμα ημο επίπεδμο 

πεηνηζηή δομ ζοκδέζμςκ (θεθάιαημ 1). Ωζηόζμ ε θηκεμαηηθή ακάιοζε  n 

ζοκδέζμςκ μπμνεί κα είκαη ελαηνεηηθά πμιύπιμθε θ γηα αοηό μη ζοκζήθεξ πμο 

ακαπηύζζμκηαη παναθάης απιμπμημύκ ηεκ ακάιοζε αοηή.  

  

Ιηα ζοκεζηζμέκε ζοκζήθε γηα επηιεγμέκα πιαίζηα ακαθμνάξ ζε 

νμμπμηηθέξ εθανμμγέξ είκαη ε Denavit-Hartenberg ή DH ζοκζήθε. ΢ε αοηήκ 

ηε ζοκζήθε θάζε μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ Ai πανηζηάκεηαη ζακ έκα 

γηκόμεκμ ηεζζάνςκ βαζηθώκ μεηαζπεμαηηζμώκ 

 

 
 

(3.10) 
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όπμο μη ηέζζενηξ πμζόηεηεξ ζi, αi, di, αi είκαη πανάμεηνμη μη μπμίεξ  

ζπεηίδμκηαη με ημκ ζύκδεζμμ i θαη ηεκ άνζνςζε i. Οη ηέζζενηξ πανάμεηνμη αi, 

αi, di, ζi γεκηθά μκμμάδμκηαη μήθμξ ζοκδέζμμο, πενηζηνμθή ζοκδέζμμο,  

μεηαηόπηζε ζοκδέζμμο θαη γςκία άνζνςζεξ, ακηίζημηπα. Σα μκόμαηα αοηά 

ελάγμκηαη από ηηξ γεςμεηνηθέξ ζπέζεηξ μεηαλύ δομ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ. 

Από ηε ζηηγμή πμο μ πίκαθαξ Ai είκαη ζοκάνηεζε μηαξ μεηαβιεηήξ πνμθύπηεη 

όηη μη ηνεηξ από ηηξ παναπάκς ηέζζενηξ πμζόηεηεξ είκαη ζηαζενέξ γηα έκα 

δεδμμέκμ ζύκδεζμμ, εκώ ε ηέηανηε πανάμεηνμξ ζi γηα πενηζηνμθηθή άνζνςζε 

θαη di γηα πνηζμαηηθή άνζνςζε, είκαη ε μεηαβιεηή ηεξ άνζνςζεξ. 

  

Όπςξ είδαμε ζημ θεθάιαημ 2 έκαξ ηοπαίμξ πίκαθαξ μμμγεκμύξ 

μεηαζπεμαηηζμμύ παναθηενίδεηαη από έλη ανηζμμύξ όπςξ γηα πανάδεηγμα, 

ηνεηξ ανηζμμί γηα ημκ θαζμνηζμό ηεξ ηέηανηεξ ζηήιεξ ημο πίκαθα θαη ηνεηξ 

γςκίεξ Γuler γηα ημκ θαζμνηζμό ημο άκς ανηζηενά 3 x 3 πίκαθα πενηζηνμθήξ.  

΢ηεκ ακαπανάζηαζε DH ακηηζέηςξ οπάνπμοκ μόκμ ηέζζενηξ πανάμεηνμη.  

Αοηό γίκεηαη ςξ ελήξ : εκώ ημ πιαίζημ i πνέπεη κα είκαη ημπμζεηεμέκμ 

άθαμπηα ζημ ζύκδεζμμ i έπμομε ειεοζενία επηιμγήξ ηεξ ανπήξ ηςκ αλόκςκ 

ημο πιαηζίμο θαη ηςκ αλόκςκ ζοκηεηαγμέκςκ. Γηα πανάδεηγμα δεκ είκαη 

απαναίηεημ ε ανπή 0i ημο πιαηζίμο i κα είκαη ημπμζεηεμέκε ζημ θοζηθό ηένμα 

ημο ζοκδέζμμο i. ΢ηεκ πνάλε δεκ είκαη θακ απαναίηεημ όηη ημ πιαίζημ i κα 

είκαη ημπμζεηεμέκμ εκηόξ ημο θοζηθμύ ζοκδέζμμο. Σμ πιαίζημ i μπμνεί κα 

βνίζθεηαη ζε ειεύζενμ πώνμ όζμ ημ πιαίζημ i είκαη άθαμπηα ημπμζεηεμέκμ 

ζημ ζύκδεζμμ i. Ιε ζςζηή επηιμγή ηεξ ανπήξ θαη ηςκ αλόκςκ ζοκηεηαγμέκςκ  

είκαη δοκαηόκ κα μεηςζμύκ ανηζμεηηθά μη πανάμεηνμη πμο πνεηάδμκηαη, από 

έλη ζε ηέζζενηξ ( ή αθόμα ιηγόηενεξ ζε μνηζμέκεξ πενηπηώζεηξ).  

 

 

3.2.1 Δεηήμαηα ύπανλεξ θαη μμκαδηθόηεηαξ  

  

Γίκαη λεθάζανμ όηη δεκ είκαη δοκαηή ε ακαπανάζηαζε μπμημοδήπμηε ηοπαίμο 

μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ πνεζημμπμηώκηαξ μόκμ ηέζζενηξ παναμέηνμοξ. 

Γηα αοηό θαζμνίδμομε πμημη μμμγεκείξ μεηαζπεμαηηζμμί μπμνμύκ κα 

εθθναζημύκ ζύμθςκα με ηε ζπέζε (3.10). Έζης όηη ηα δομ πιαίζηα 

ζομβμιίδμκηαη με 0 θαη 1 ακηίζημηπα. Έηζη οπάνπεη έκαξ μμκαδηθόξ πίκαθαξ Α 

μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ πμο μεηαθένεη ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ από ημ πιαίζημ 

1 ζε αοηέξ ημο πιαηζίμο 0. Τπμζέημομε όηη ηα δομ πιαίζηα έπμοκ ηα αθόιμοζα 

δομ επηπιέμκ παναθηενηζηηθά : 

 

 

 

 

Τπμζέζεηξ γηα ημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ 

(DH1) Ο άλμκαξ x1 είκαη θάζεημξ ζημκ άλμκα z0. 
(DH2) Ο άλμκαξ x1 ηέμκεη ημκ άλμκα z0. 
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Αοηέξ μη δομ ηδηόηεηεξ πανμοζηάδμκηαη ζημ ζπήμα 3.2 . 

 

 
 

΢πήμα 3.2 Πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ πμο ηθακμπμημύκ ηηξ ζοκζήθεξ DH1 θαη DH2 
 

Τπό αοηέξ ηηξ ζοκζήθεξ μπμνμύμε κα πμύμε όηη οπάνπμοκ μμκαδηθμί 

ανηζμμί a , d , ζ , α  ηέημημη ώζηε : 
 

 
 

Φοζηθά από ηεκ ζηηγμή πμο ζ θαη α είκαη γςκίεξ, αοηό ζεμαίκεη όηη είκαη 

μμκαδηθέξ εκηόξ πμιιαπιαζίμο ημο 2π. Έηζη μ πίκαθαξ Α μπμνεί κα γνάθεη 

ςξ :  

 
 

Ακ ηθακμπμηείηαη ε (DH1) ηόηε μ x1 είκαη θάζεημξ ζημ z0 θαη έπμομε x1 ∙z0 = 0. 

Γθθνάδμκηαξ αοηό ημκ πενημνηζμό ζε ζπέζε με ημ o0 x0 y0 z0 θαη θάκμκηαξ 

πνήζε ημο γεγμκόημξ όηη ε πνώηε ζηήιε ημο R1
0 είκαη ε ακαπανάζηαζε ημο 

μμκαδηαίμο δηακύζμαημξ x1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ 0, ιαμβάκμομε : 

 

 
 

(3.11) 

(3.12) 
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 Από ηε ζηηγμή πμο r31 = 0 ανθεί μόκμ κα δείλμομε όηη οπάνπμοκ 

μμκαδηθέξ γςκίεξ ζ θαη α ηέημηεξ  ώζηε : 
 

 
 

 

 

 Ε μόκε πιενμθμνία πμο έπμομε είκαη όηη r31 = 0, αιιά δεκ ανθεί . Έηζη 

από ηεκ ζηηγμή πμο θάζε γναμμή θαη ζηήιε ημο R1
0 πνέπεη κα έπμοκ μμκαδηαίμ 

μήθμξ, r31 = 0 ζεμαίκεη όηη :  
 

 
 
 

Έηζη οπάνπμοκ μμκαδηθέξ ζ θαη α ηέημηεξ ώζηε : 
 

 
 

Από ηε ζηηγμή πμο βνήθαμε ηηξ ζ θαη α είκαη εύθμιμ κα δεηπηεί  όηη ηα 

ζημηπεία ημο R1
0 πμο οπμιείπμκηαη πνέπεη κα έπμοκ ηε μμνθή ηεξ ζπέζεξ 

(3.13), γκςνίδμκηαξ όηη μ R1
0 είκαη έκαξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ. 

 

Ε άιιε οπόζεζε (DH2) ζεμαίκεη όηη ε μεηαηόπηζε ακάμεζα ζημ 00 θαη 

01 μπμνεί κα εθθναζηεί ζακ γναμμηθόξ ζοκδοαζμόξ ηςκ δηακοζμάηςκ z0 θαη x1. 

Αοηό μπμνεί κα γναθηεί ςξ 01 =00 + dz0 + ax1. Έηζη μπμνμύμε κα εθθνάζμομε 

αοηήκ ηε ζπέζε ζηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ημο o0 x0 y0 z0 ιαμβάκμκηαξ  
 

 
  

  
 

(3.13) 
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΢οκδοάδμκηαξ ηα παναπάκς απμηειέζμαηα ιαμβάκμομε ηεκ (3.10) 

όπςξ ακαθένζεθε θαη παναπάκς. Άνα, βιέπμομε όηη μη ηέζζενεηξ πανάμεηνμη 

είκαη ανθεηέξ γηα ημκ θαζμνηζμό θάζε μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ πμο 

ηθακμπμηεί ημοξ πενημνηζμμύξ (DH1) θαη (DH2). 

 

Από ηε ζηηγμή πμο έπμομε δεμημονγήζεη θάζε ηέημημ πίκαθα μμμγεκμύξ 

μεηαζπεμαηηζμμύ ηθακμπμηώκηαξ ηηξ ζοκζήθεξ (DH1) θαη (DH2) ηα παναπάκς 

μπμνμύκ κα εθθναζημύκ ζηε μμνθή (3.10), πναθηηθά δίκμομε μηα θοζηθή 

ενμεκεία ζε θάζε μηα από ηηξ ηέζζενηξ παναμέηνμοξ ηεξ (3.10). Ε 

πανάμεηνμξ α είκαη ε απόζηαζε μεηαλύ ηςκ αλόκςκ z0 θαη z1 θαη μεηνάηαη 

θαηά μήθμξ ημο άλμκα x1. Ε γςκία α είκαη ε γςκία μεηαλύ ηςκ αλόκςκ z0 θαη 

z1 θαη μεηνάηαη ζε επίπεδμ θάζεημ ζημκ x1. Σμ ζεηηθό πνόζεμμ γηα ηε γςκία α 
θαζμνίδεηαη από ημκ z0 ζημκ z1 ζύμθςκα με ημκ θακόκα ημο δελημύ πενημύ,  

όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.3 ε πανάμεηνμξ d είκαη ε θάζεηε απόζηαζε από 

ηεκ ανπή 00 ςξ ηεκ ημμή ημο άλμκα x1 με ημκ z0, μεηνμύμεκε θαηά μήθμξ ημο 

άλμκα z0. Σέιμξ, ζ είκαη ε γςκία ακάμεζα ζημκ x0 θαη x1 μεηνμύμεκε ζε 

επίπεδμ θάζεημ ζημκ z0. Αοηέξ μη θοζηθέξ ενμεκείεξ είκαη πνήζημεξ γηα ηεκ 

ακάπηολε μηαξ δηαδηθαζίαξ γηα ηεκ ημπμζέηεζε ηςκ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ 

ηα μπμία ηθακμπμημύκ ημοξ πενημνηζμμύξ (DH1) θαη (DH2). 

 

 
΢πήμα 3.3 Θεηηθή θμνά γηα ηηξ γςκίεξ αη θαη ζη 

 

 

3.2.2 Σμπμζέηεζε ηςκ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ 

 

Γηα έκακ δεδμμέκμ νμμπμηηθό πεηνηζηή θάπμημξ μπμνεί κα επηιέλεη ηα 

πιαίζηα 0,……..,n με ηέημημ ηνόπμ ώζηε κα ηθακμπμημύκηαη μη παναπάκς 

ζοκζήθεξ. ΢ε μνηζμέκεξ πενηπηώζεηξ  αοηό απαηηεί ημπμζέηεζε ηεξ ανπήξ 0i 
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ημο πιαηζίμο i ζε μηα ζέζε πμο μπμνεί κα μεκ είκαη ηθακμπμηεηηθή. Γίκαη 

ζεμακηηθό κα έπμομε οπόρε μαξ όηη μη επηιμγέξ ηςκ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ 

δεκ είκαη μμκαδηθέξ αθόμα θαη με ημοξ πενημνηζμμύξ πμο ζέζαμε παναπάκς. 

Έηζη είκαη δοκαηόκ δηαθμνεηηθμί μεπακηθμί κα ημπμζεημύκ ηα πιαίζηα 

ζοκηεηαγμέκςκ γηα ημοξ ζοκδέζμμοξ ηςκ νμμπόη ιεηημονγώκηαξ  δηαθμνεηηθά 

αιιά ελίζμο ζςζηά. Γηα αοηό είκαη πμιύ ζεμακηηθό όηη ημ ηειηθό απμηέιεζμα 

(δειαδή μ πίκαθαξ Σn
0) ζα είκαη ημ ίδημ, ακελάνηεηα από ηεκ ημπμζέηεζε ηςκ 

εκδηάμεζςκ πιαηζίςκ ηςκ ζοκδέζμςκ (οπμζέημκηαξ όηη ηα πιαίζηα 

ζοκηεηαγμέκςκ γηα ημ ζύκδεζμμ n ζομπίπημοκ).  

 

H επηιμγή ημο zi είκαη ηοπαία. Από ηεκ ελίζςζε (3.13) βιέπμομε όηη 

επηιέγμκηαξ θαηάιιεια ηηξ ai θαη ζi, μπμνμύμε κα ιάβμομε μπμηαδήπμηε 

ηοπαία θαηεύζοκζε γηα ημn zi. Έηζη ζακ πνώημ βήμα, ημπμζεημύμε ημοξ 

άλμκεξ z0,…., zn-1. ΢ογθεθνημέκα ημπμζεημύμε ημκ άλμκα zi ώζηε κα είκαη μ 

άλμκαξ ηεξ θίκεζεξ γηα ηεκ άνζνςζε i +1 . Έηζη μ άλμκαξ z0 είκαη μ άλμκαξ 

θίκεζεξ ηεξ άνζνςζεξ 1, z1 είκαη μ άλμκαξ ηεξ θίκεζεξ ηεξ άνζνςζεξ 2 θ.ιπ. 

Τπάνπμοκ δομ πενηπηώζεηξ :  

1. Ακ ε άνζνςζε i + 1 είκαη πενηζηνμθηθή ηόηε μ zi είκαη μ άλμκαξ 

πενηζηνμθήξ ηεξ άνζνςζεξ i + 1 . 

2. Ακ ε άνζνςζε i + 1 είκαη πνηζμαηηθή ηόηε μ zi είκαη μ  άλμκαξ ηεξ 

μεηαηόπηζεξ ηεξ άνζνςζεξ i +1 . 

Ανπηθά μπμνεί  κα πνμθαιεί ζύγποζε ημ όηη ζπεηίδμομε ημκ zi με ηεκ 

άνζνςζε i +1, αιιά αοηό ηθακμπμηεί ηε ζοκζήθε ηεκ μπμία ακαθέναμε 

παναπάκς, πμο ιέεη όηη ε άνζνςζε i είκαη αμεηαθίκεηε ζε ζπέζε με ημ 

πιαίζημ i θαη όηακ ε άνζνςζε i εκενγμπμηείηαη, μ ζύκδεζμμξ i θαη ημ πιαίζημ  

oi xi yi zi πμο είκαη εγθαηεζηεμέκμ πάκς ημο, αθμιμοζμύκ ηεκ θίκεζε.  

  

 Από ηε ζηηγμή πμο έπμομε εγθαηαζηήζεη ημοξ άλμκεξ z ζημοξ 

ζοκδέζμμοξ έπμομε εγθαηαζηήζεη θαη ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ. Ε επηιμγή ημο 

πιαηζίμο ηεξ βάζεξ είκαη ζπεδόκ αοζαίνεηε . Ιπμνεί κα επηιέλμομε ηεκ ανπή 

00 ημο πιαηζίμο ηεξ βάζεξ πμο μπμνεί κα είκαη μπμημδήπμηε ζεμείμ πάκς 

ζημκ z0. Έπεηηα επηιέγμομε ημοξ x0, y0 με μπμημδήπμηε ηνόπμ μαξ βμιεύεη 

ώζηε ημ πιαίζημ πμο πνμθύπηεη κα είκαη δεληόζηνμθμ. Έηζη μνίδεηαη ημ 

πιαίζημ 0. 

  

 Από ηε ζηηγμή πμο ημ πιαίζημ 0 έπεη εγθαηαζηαζεί, λεθηκμύμε μηα 

ηενανπηθή δηαδηθαζία ζύμθςκα με ηεκ μπμία μνίδμομε ημ πιαίζημ i 
πνεζημμπμηώκηαξ ημ πιαίζημ i – 1 (λεθηκάμε με ημ πιαίζημ 1) . Σμ ζπήμα 3.4 

μαξ βμεζά κα θαηακμήζμομε αοηήκ ηε  δηαδηθαζία.  
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΢πήμα 3.4 Σμπμζέηεζε πιαηζίςκ θαηά Denavit Hartenberg 

 

Γηα κα μνίζμομε ημ πιαίζημ i είκαη απαναίηεημ κα ιάβμομε οπόρε ηνεηξ 

πενηπηώζεηξ : 

1. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi δεκ είκαη ζημ ίδημ επίπεδμ 

2. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi ηέμκμκηαη  

3. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi είκαη πανάιιειμη  

 

΢ηηξ πενηπηώζεηξ 2 θαη 3 μη άλμκεξ zi-1 θαη zi δεκ είκαη ζημ ίδημ επίπεδμ. 

Αοηή ε πενίπηςζε είκαη ανθεηά ζοκεζηζμέκε όπςξ ζα δμύμε ζηεκ εκόηεηα 

3.2.3. Ακαιύμομε παναθάης θαζεμία από αοηέξ ηηξ ηνεηξ πενηπηώζεηξ. 

 

1. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi δεκ είκαη ζημ ίδημ επίπεδμ : ακ μη zi-1 θαη zi δεκ είκαη 

ζημ ίδημ επίπεδμ ηόηε οπάνπεη μηα μμκαδηθή γναμμή θάζεηε θαη ζημοξ δομ 

αοημύξ άλμκεξ ηέημηα ώζηε κα ημοξ ζοκδέεη θαη κα έπεη ημ ειάπηζημ δοκαηό 

μήθμξ. Αοηή ε γναμμή είκαη θάζεηε ζημοξ zi-1 θαη zi, θαζμνίδεη ημκ xi θαη ημ 

ζεμείμ όπμο αοηή ε γναμμή ηέμκεη ημκ zi είκαη ε ανπή 0i. Έηζη θαη μη δομ 

ζοκζήθεξ (DH1) θαη (DH2) ηθακμπμημύκηαη θαη ημ δηάκοζμα από ημ 0i-1 ζημ 0i 

είκαη έκαξ γναμμηθόξ ζοκδοαζμόξ ημο zi-1 θαη ημο xi. Ο παναθηενηζμόξ ημο 

πιαηζίμο i  έπεη μιμθιενςζεί με ηεκ επηιμγή ημο άλμκα yi έηζη ώζηε κα 

ζπεμαηίδεη έκα δεληόζηνμθμ πιαίζημ. Από ηε ζηηγμή πμο μη ζοκζήθεξ (DH1) 

θαη (DH2) ηθακμπμημύκηαη μ πίκαθαξ Αi μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ είκαη ηεξ 

μμνθήξ 3.10.  
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2. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi ηέμκμκηαη : ζε αοηήκ ηεκ  πενίπηςζε  o xi είκαη 

θάζεημξ ζημ επίπεδμ πμο ζπεμαηίδεηαη από ημοξ zi θαη zi-1. Ε ζεηηθή 

θαηεύζοκζε ημο xi είκαη αοζαίνεηε . Ε θαιύηενε επηιμγή γηα ηεκ ανπή 0i είκαη 

κα βνίζθεηε ζημ ζεμείμ ημμήξ ημο zi θαη zi-1. Ωζηόζμ μπμημδήπμηε θαηάιιειμ 

ζεμείμ θαηά μήθμοξ ημο άλμκα zi ανθεί. ΢ε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε ε 

πανάμεηνμξ αi είκαη 0.  

 

3. Οη άλμκεξ zi-1 θαη zi είκαη πανάιιειμη : ακ μη άλμκεξ zi-1 θαη zi είκαη 

πανάιιειμη, ηόηε οπάνπμοκ άπεηνεξ θμηκέξ θάζεημη μεηαλύ ημοξ θαη ε 

ζοκζήθε (DH1) δεκ θαζμνίδεη ηειείςξ ημκ xi. ΢’ αοηή ηεκ πενίπηςζε 

μπμνμύμε κα επηιέλμομε ηεκ ανπή 0i μπμοδήπμηε θαηά μήθμοξ ημο zi. Έηζη μ 

άλμκαξ xi επηιέγεηαη με θμνά από ημ 0i πνμξ ημκ zi-1 θαηά μήθμξ ηεξ θμηκήξ 

θαζέημο ή με θμνά ακηίζεηε ζε αοηό ημ δηάκοζμα . Ιηα ζοκεζηζμέκε μέζμδμξ 

γηα ηεκ επηιμγή ημο 0i είκαη κα δηαιέλμομε ηεκ θάζεημ πμο πένκα από ημ 0i-1 

όπςξ μ άλμκαξ xi. Έηζη ημ 0i είκαη ημ ζεμείμ ζημ μπμίμ αοηή ε θάζεημξ ηέμκεη 

ημκ zi. ΢ε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε ημ di ζα ηζμύηαη με μεδέκ. Από ηε ζηηγμή πμο 

o xi είκαη αμεηαθίκεημξ, μ yi έπεη θαζμνηζηεί ζύμθςκα με ημκ θακόκα ημο 

δελημύ πενημύ . Γπηπιέμκ μη αθμύ μη άλμκεξ  zi-1 θαη zi είκαη πανάιιειμη ημ αi 

ζα είκαη 0.  

  

 Αοηή ε δηαδηθαζία ιεηημονγεί επμηθμδμμεηηθά γηα ηα πιαίζηα 0,….,n-1 ζε 

έκα νμμπόη n ζοκδέζμςκ. Γηα ηεκ μιμθιήνςζε ηεξ δηαδηθαζίαξ είκαη 

απαναίηεημ κα μνηζηεί θαη ημ πιαίζημ n. Σμ ηειηθό ζύζηεμα ζοκηεηαγμέκςκ   

on xn yn zn ακαθένεηαη ςξ πιαίζημ ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ή πιαίζημ 

ημο ενγαιείμο (ζπήμα 3.5).  

 
 

΢πήμα 3.5 Σμπμζέηεζε πιαηζίμο ζημ ενγαιείμ 

 

Ε ανπή 0n ζοκήζςξ ημπμζεηείηαη ζομμεηνηθά, ακάμεζα ζηα δάπηοια ηεξ 

ανπάγεξ. Σα μμκαδηαία δηακύζμαηα θαηά μήθμξ ηςκ αλόκςκ  xn, yn, zn   
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ζομβμιίδμκηαη με n, s θαη α ακηίζημηπα. Αοηή ε μνμιμγία πνμθύπηεη από ημ 

γεγμκόξ όηη ε θαηεύζοκζε α είκαη ε θαηεύζοκζε πνμζέγγηζεξ, με ηεκ έκκμηα 

όηη ε ανπαγή πνμζεγγίδεη έκα ακηηθείμεκμ θαηά μήθμξ ηεξ θαηεύζοκζεξ α. 

Ομμίςξ ε θαηεύζοκζε s είκαη ε θαηεύζοκζε μιίζζεζεξ, θαηά ηεκ μπμία ηα 

δάπηοια ηεξ ανπάγεξ μιηζζαίκμοκ θαηά ημ άκμηγμα ή θιείζημμ θαη n είκαη ε 

θάζεηε θαηεύζοκζε ζημ επίπεδμ πμο ζπεμαηίδεηαη από ηα α θαη s. 

 

 ΢ηα ζύγπνμκα νμμπόη ε θίκεζε ηεξ ηειηθήξ άνζνςζεξ είκαη μηα 

πενηζηνμθή ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ θαηά ζn θαη μη ηειηθμί δομ άλμκεξ 

ηςκ ανζνώζεςκ zn-1 θαη zn ζομπίπημοκ. ΢e αοηήκ ηεκ πενίπηςζε μ 

μεηαζπεμαηηζμόξ ακάμεζα ζηα ηειηθά δομ πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ είκαη μηα 

μεηαηόπηζε θαηά μήθμξ ημο zn-1 θαηά απόζηαζε dn αθμιμοζμύμεκε από μηα 

πενηζηνμθή θαηά ζn γύνς από ημκ άλμκα zn-1. Αοηή είκαη μηα πμιύ ζεμακηηθή 

παναηήνεζε ε μπμία απιμπμηεί ημκ οπμιμγηζμό ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ 

ζηεκ επόμεκε εκόηεηα.  
  

 ΢ε όιεξ ηηξ πενηπηώζεηξ ακελάνηεηα ακ ε άνζνςζε είκαη πενηζηνμθηθή 

ή πνηζμαηηθή, μη πμζόηεηεξ ai θαη ai είκαη πάκηα ζηαζενέξ γηα όια ηα i θαη 

είκαη παναθηενηζηηθέξ γηα ημκ πεηνηζηή. Ακ ε άνζνςζε i είκαη πνηζμαηηθή ηόηε 

ε ζi είκαη επίζεξ ζηαζενή εκώ ημ di είκαη ε ith μεηαβιεηή άνζνςζεξ. Ομμίςξ 

ακ ε άνζνςζε i είκαη πενηζηνμθηθή ηόηε ημ di είκαη ζηαζενό θαη ε ζi είκαη ε ith 

μεηαβιεηή ηεξ άνζνςζεξ.  

 

 

3.2.3 Παναδείγμαηα 

 

Ηαηά ηε ζοκζήθε DH ε μμκαδηθή μεηαβαιιόμεκε γςκία είκαη ε ζ, μπόηε 

μπμνμύκ κα γίκμοκ θάπμηεξ απιμπμηήζεηξ ζημοξ ζομβμιηζμμύξ. Έηζη, ci 

ζεμαίκεη cosζi, si ζεμαίκεη sinζi θιπ. Γπίζεξ δειώκμομε με ζ12 ημ ζ1 + ζ2, με 
c12 ημ cos(ζ1 + ζ2) θιπ. ΢ηα αθμιμοζά παναδείγμαηα είκαη ζεμακηηθό κα 

ζομόμαζηε όηη ε ζοκζήθε DH μαξ πανέπεη ειεοζενία επηιμγώκ γηα μενηθέξ 

από ηηξ παναμέηνμοξ ημο πεηνηζηή, όπςξ ζηεκ πενίπηςζε ηςκ παναιιήιςκ 

αλόκςκ ηςκ ανζνώζεςκ ή όηακ εμπιέθμκηαη πνηζμαηηθέξ ανζνώζεηξ.  

 

 

Πανάδεηγμα 3.1 Γπίπεδμξ πεηνηζηήξ ηύπμο αγθώκα 

Έζης όηη έπμομε ημκ επίπεδμ πεηνηζηή δομ ζοκδέζμςκ, όπςξ θαίκεηαη 

ζημ ζπήμα 3.6. Οη άλμκεξ ηςκ ανζνώζεςκ z0 θαη z1 είκαη θάζεημη ζηε ζειίδα. 

Σμπμζεημύμε ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ o0 x0 y0 z0 όπςξ δείπκεηαη. Ε ανπή ηςκ 

αλόκςκ 00 επηιέγεηαη ζημ ζεμείμ ημμήξ ημο άλμκα z0 με ηε ζειίδα θαη ε 

θαηεύζοκζε ημο άλμκα x0 είκαη ηειείςξ αοζαίνεηε. Από ηε ζηηγμή πμο έπεη 
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εγθαηαζηαζεί ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ, ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 είκαη αμεηαθίκεημ 

όπςξ θαίκεηαη, ζομθςκά με ηε ζοκζήθε DH. Ε ανπή ηςκ αλόκςκ 01 βνίζθεηαη 

ζηεκ ημμή ημο άλμκα z1 με ηε ζειίδα. Σμ ηειηθό πιαίζημ o2 x2 y2 z2 είκαη 

αμεηαθίκεημ, έπμκηαξ επηιέλεη ζακ ανπή ηςκ αλόκςκ 02 ημ ζεμείμ ζημ ηέιμξ 

ημο ζοκδέζμμο 2, όπςξ θαίκεηαη. 

 

 
 

΢πήμα 3.6 Γπίπεδμξ πεηνηζηήξ δομ ζοκδέζμςκ. Οη άλμκεξ z έπμοκ θμνά πνμξ ημκ 

ακαγκώζηε, είκαη θάζεημη ζηε ζειίδα θαη δε θαίκμκηαη ζημ ζπήμα.  
 

Οη πανάμεηνμη DH δείπκμκηαη ζημκ πίκαθα 3.1. 

 

Πίκαθαξ 3.1 :Πανάμεηνμη ζοκδέζμςκ γηα ημκ επίπεδμ πεηνηζηή δομ ζοκδέζμςκ 

 
 

 

Οη πίκαθεξ Α μνίδμκηαη από ηεκ  (3.10) ςξ 
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Οπόηε μη πίκαθεξ Σ δίκμκηαη από 

 

 
 

Οη δομ πνώηεξ είζμδμη ηεξ ηειεοηαίαξ ζηήιεξ ημο T2
0 είκαη ηα x θαη y μένε 

ηεξ ανπήξ 02 ζημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ, δειαδή είκαη 

 

 
μη ζοκηεηαγμέκεξ ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ζημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ. Σμ 

πενηζηνμθηθό μένμξ ημο T2
0 μαξ δίκεη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο πιαηζίμο      

o2 x2 y2 z2 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ. 

 

 

Πανάδεηγμα 3.2 Ηοιηκδνηθό νμμπόη ηνηώκ ζοκδέζμςκ 

Έζης όηη έπμομε έκα θοιηκδνηθό νμμπόη ηνηώκ ζοκδέζμςκ, όπςξ 

ακαπανηζηάκεηαη ζομβμιηθά ζημ ζπήμα 3.7. Σμπμζεημύμε ηεκ ανπή 00 ζηεκ 

άνζνςζε 1. Ε ημπμζέηεζε  ηεξ ανπήξ 00 θαηά μήθμξ ημο άλμκα z0, όπςξ θαη 

ε θαηεύζοκζε ημο άλμκα x0 είκαη αοζαίνεηεξ. Αοηή ε επηιμγή ημο 00 είκαη ε 

πημ θοζηθή, αιιά ζα μπμνμύζε κα ημπμζεηεζεί θαη ζηεκ άνζνςζε 2. Ο άλμκαξ 

x0 επηιέγεηαη θάζεημξ ζηε ζειίδα. Έπεηηα, αθμύ μη άλμκεξ z0 θαη z1 

ζομπίπημοκ, ε ανπή 01 επηιέγεηαη ζηεκ άνζνςζε 1, όπςξ θαίκεηαη. Ο άλμκαξ 

x1 είκαη θάζεημξ ζηε ζειίδα όηακ ζ1 = 0, αιιά θοζηθά ε θαηεύζοκζή ημο ζα 

αιιάδεη από ηε ζηηγμή πμο ε ζ1 είκαη μεηαβαιιόμεκε. Αθμύ μη άλμκεξ z2 θαη z1 

ηέμκμκηαη, ε ανπή 02 ημπμζεηείηαη ζε αοηήκ ηεκ ημμή. Ε θαηεύζοκζε ημο x2 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 

 

88 

 
επηιέγεηαη πανάιιεια ζημκ x1 ώζηε ε ζ2 είκαη μεδέκ. Σέιμξ ημ ηνίημ πιαίζημ 

επηιέγεηαη ζημ ηέιμξ ημο ζοκδέζμμο 3, όπςξ θαίκεηαη. 

 

 
 

΢πήμα 3.7 Ηοιηκδνηθόξ πεηνηζηήξ ηνηώκ ζοκδέζμςκ 

 
Οη πανάμεηνμη DH δείπκμκηαη ζημκ πίκαθα 3.2. 

 
Πίκαθαξ 3.2 :Πανάμεηνμη ζοκδέζμςκ γηα ημκ θοιηκδνηθό πεηνηζηή ηνηώκ ζοκδέζμςκ 

 
 

 

Οη ακηίζημηπμη πίκαθεξ Α θαη Σ είκαη 
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Πανάδεηγμα 3.3 ΢θαηνηθόξ πεηνηζηήξ 

 

 
 
΢πήμα 3.8 Σμπμζέηεζε πιαηζίςκ ζημ ζθαηνηθό πεηνηζηή 

 

Ε δηαμόνθςζε ημο ζθαηνηθμύ πεηνηζηή θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.8, όπμο 

βιέπμομε όηη μη άλμκεξ z3, z4, z5 ηέμκμκηαη ζημ 0. Οη πανάμεηνμη DH 

(3.14) 
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δείπκμκηαη ζημκ πίκαθα 3.2. Ο πεηνηζηήξ Stanford είκαη έκα πανάδεηγμα εκόξ 

πεηνηζηή πμο έπεη έκακ θανπό ηέημημο ηύπμο. 

 
Πίκαθαξ 3.3 :Πανάμεηνμη ζοκδέζμςκ γηα ημ ζθαηνηθό θανπό 

 
 

Θα δείλμομε ηώνα όηη μη ζ4, ζ5, ζ6 ηειηθέξ ηνεηξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ 

είκαη μη γςκίεξ Euler θ, ζ, ρ ακηίζημηπα, ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ 

ζοκηεηαγμέκςκ o3 x3 y3 z3. Γηα κα γίκεη αοηό ανθεί κα οπμιμγίζμομε ημοξ 

πίκαθεξ Α4, Α5, Α6, πνεζημμπμηώκηαξ ημκ πίκαθα 3.3 θαη ηε ζπέζε (3.10). 

Έηζη έπμομε 

 

 
 

 

Πμιιαπιαζηάδμκηάξ ημοξ μεηαλύ ημοξ ιαμβάκμομε 
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΢ογθνίκμκηαξ ημ πενηζηνμθηθό μένμξ R6
3 ημο T6

3 με ημ 

μεηαζπεμαηηζμό (2.27) ηεξ γςκίαξ Euler, θαίκεηαη όηη μη ζ4, ζ5, ζ6 μπμνμύκ 

κα ακαγκςνηζημύκ ςξ μη γςκίεξ Euler θ, ζ, ρ ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ 

ζοκηεηαγμέκςκ o3 x3 y3 z3. 

 

 

Πανάδεηγμα 3.4 Ηοιηκδνηθόξ πεηνηζηήξ με ζθαηνηθό θανπό 

Έζης όηη έπμομε ημπμζεηήζεη έκα ζθαηνηθό θανπό ζημκ θοιηκδνηθό 

πεηνηζηή ημο παναδείγμαημξ 3.2, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.9.  

 
 

΢πήμα 3.9 Ηοιηκδνηθό νμμπόη με ζθαηνηθό θανπό 

(3.15) 
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Ο άλμκαξ ηεξ πενηζηνμθήξ ηεξ άνζνςζεξ 4 είκαη πανάιιειμξ με ημκ z2 θαη 

έηζη ζομπίπηεη με ημκ άλμκα z3 ημο παναδείγμαημξ 3.2. Αοηό ζεμαίκεη όηη 

ζοκδοάδμκηαξ ηηξ ζπέζεηξ (3.14) θαη (3.15) ιαμβάκμομε 

 

 
 

με ημκ T3
0 κα δίκεηαη από ηεκ (3.14) θαη ημκ T6

3 κα δίκεηαη από ηεκ (3.15). 

Έηζη, ε εοζεία θηκεμαηηθή αοημύ ημο πεηνηζηή πενηγνάθεηαη από 

 

 
 

όπμο 

 
 

Παναηενμύμε ηεκ πμιοπιμθόηεηα ηεξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ αοημύ ημο 

πεηνηζηή πμο πνμθύπηεη από ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο 

δνάζεξ εκώ ε έθθναζε γηα ηε ζέζε ημο βναπίμκα από ηεκ (3.14) είκαη ζπεηηθά 

απιή. Ε οπόζεζε ημο ζθαηνηθμύ θανπμύ όπη μμκό απιμπμηεί ηεκ ελαγςγή ηεξ 

εοζείαξ θηκεμαηηθήξ αιιά επίζεξ απιμπμηεί πανά πμιύ θαη ημ πνόβιεμα ηεξ 

ακηηζηνμθήξ θηκεμαηηθήξ, ζημ επόμεκμ θεθάιαημ. 
 

 

 

 

(3.16) 

(3.17) 
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Πανάδεηγμα 3.5 Ο πεηνηζηήξ Stanford 

Έζης όηη έπμομε ημκ πεηνηζηή Stanford, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 

3.10. Αοηόξ μ πεηνηζηήξ είκαη έκα πανάδεηγμα ημο ζθαηνηθμύ πεηνηζηή (RAP) 

με ζθαηνηθό θανπό. Αοηόξ μ πεηνηζηήξ έπεη μηα μεηαηόπηζε ζηεκ άνζνςζε ημο 

ώμμο, πμο δοζθμιεύεη ζπεηηθά ημ πνόβιεμα ηεξ εοζείαξ θαη ακηίζηνμθεξ 

θηκεμαηηθήξ. Πνώηα ημπμζεημύμε ηα πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ θαηά ηε 

ζοκζήθε DH. 

 

 
 

΢πήμα 3.10 Σμπμζέηεζε πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ θαηά DH γηα ημκ πεηνηζηή 

Stanford 

 
Οη πανάμεηνμη DH δείπκμκηαη ζημκ πίκαθα 3.4. 

 
Πίκαθαξ 3.4 :DH πανάμεηνμη γηα ημκ πεηνηζηή Stanford 
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 Οη πίκαθεξ Αi οπμιμγίδμκηαη εύθμια ςξ 

 

 
 

 

Ο T6
0 δίκεηαη από 

 

 
 

όπμο 

 

 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 

 

95 

 

 
 

 

Πανάδεηγμα 3.6 Ο πεηνηζηήξ SCARA 

Έζης όηη έπμομε ημκ πεηνηζηή SCARA όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.11. 

Αοηόξ μ πεηνηζηήξ είκαη μένμξ ημο Adeptone νμμπόη ημο ζπήμαημξ 1.14, 

απμηειείηαη από έκα βναπίμκα RRP θαη έκακ θανπό εκόξ DOF ημο μπμίμο ε 

θίκεζε είκαη θύιηζε πάκς ζε έκακ θάζεημ άλμκα.  

 
 

΢πήμα 3.11 Σμπμζέηεζε πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ θαηά DH γηα ημκ πεηνηζηή SCARA 
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Σμ πνώημ βήμα είκαη ε ημπμζέηεζε θαη μκμμαζία ηςκ αλόκςκ ηςκ 

ανζνώζεςκ, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα. Από ηε ζηηγμή πμο όιμη μη άλμκεξ 

είκαη πανάιιειμη, έπμομε εοπένεηα επηιμγώκ γηα ηεκ ημπμζέηεζε ηςκ ανπώκ 

ηςκ αλόκςκ. Οη ανπέξ ηςκ αλόκςκ ημπμζεημύκηαη, όπςξ θαίκεηαη, θαηά ημ 

βμιηθόηενμ ηνόπμ. Σμπμζεημύμε ημκ άλμκα x0 ζημ επίπεδμ ηεξ ζειίδαξ, όπςξ 

θαίκεηαη. Αοηό είκαη ηειείςξ αοζαίνεημ θαη επενεάδεη μόκμ ηε μεδεκηθή 

δηαμόνθςζε ημο πεηνηζηή, δειαδή ηε ζέζε ημο πεηνηζηή όηακ ζ1 = 0. 

 

Οη πανάμεηνμη ηςκ ανζνώζεςκ δίκμκηαη ζημκ πίκαθα 3.5. 

 
Πίκαθαξ 3.5 :Πανάμεηνμη ηςκ ανζνώζεςκ γηα ημκ πεηνηζηή SCARA 

 
Οη πίκαθεξ Α είκαη 

 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 
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Οπόηε μη εληζώζεηξ ηεξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ είκαη 

 

 
 

 

 

3.3 ΑΚΣΖ΢ΣΡΟΦΕ ΗΖΚΕΙΑΣΖΗΕ 

 

΢ηεκ πνμεγμύμεκε εκόηεηα είδαμε πςξ γίκεηαη μ πνμζδημνηζμόξ ηεξ ζέζεξ 

ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ θαη μ πνμζακαημιηζμόξ ζε ζπέζε με ηηξ 

μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ. ΢ε αοηήκ ηεκ εκόηεηα ζα αζπμιεζμύμε με ημ 

πνόβιεμα ηεξ εύνεζεξ ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ ζε ζπέζε με ηε ζέζε 

θαη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ. Αοηό είκαη έκα 

πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ θαη γεκηθά είκαη δοζθμιόηενμ από ημ 

πνόβιεμα ηεξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ. 

 

΢ε αοηό ημ θεθάιαημ ζα γίκεη ηοπμπμίεζε ημο γεκηθμύ πνμβιήμαημξ 

ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ. ΢ομθςκά με αοηό, ζα γίκεη πενηγναθή ηεξ 

ανπήξ ηεξ θηκεμαηηθήξ απμζύδεολεξ θαη πςξ μπμνεί κα απιμπμηεζεί ε 

ακηίζηνμθε θηκεμαηηθή γηα ημοξ πενηζζόηενμοξ ζύγπνμκμοξ πεηνηζηέξ. 

Υνεζημμπμηώκηαξ ηεκ θηκεμαηηθή απμζύδεολε μπμνμύμε κα ζεςνήζμομε ηε 

ζέζε θαη ημκ πνμζακαημιηζμό, ακελάνηεηα πνμβιήμαηα. Θα πενηγνάρμομε με 

γεςμεηνηθή πνμζέγγηζε ηεκ επίιοζε ημο πνμβιήμαημξ ηεξ εύνεζεξ ηεξ 

ζέζεξ, θαζώξ θαη όηη ζα γίκεη αλημπμίεζε ηεξ παναμεηνμπμίεζεξ ηεξ γςκίαξ 

Euler, γηα ηεκ επίιοζε ημο πνμβιήμαημξ ημο πνμζακαημιηζμμύ. 

 

 

3.3.1 Σμ γεκηθό πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ 
 

Σμ γεκηθό πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ μπμνεί κα παναθηενηζζεί 

ςξ ελήξ : έζης όηη έπμομε έκακ 4 x 4 μμμγεκή μεηαζπεμαηηζμό 

 

 
 

 

(3.30) 

(3.31) 
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oπμο R Є SO(3) θαη ζέιμομε κα βνμύμε ηηξ ιύζεηξ (μηα ή όιεξ) ηεξ ελίζςζεξ 

 

 
 

όπμο  

 
 

Γδώ μ H ακαπανηζηά ηεκ επηζομεηή ζέζε θαη πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ 

ζημηπείμο δνάζεξ. Αοηό πμο επηδεημύμε είκαη κα βνμύμε ηηξ ηημέξ q1,…..,qn 

ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ, έηζη ώζηε Σn
0(q1,…..,qn) = H. 

 

Ε ελίζςζε (3.32) θαηαιήγεη ζε δώδεθα με γναμμηθέξ εληζώζεηξ με n 

άγκςζηεξ μεηαβιεηέξ θαη μπμνεί κα γναθεί ςξ 

 

 
 

όπμο Σij, hij, ακαθένμκηαη ζηηξ δώδεθα ζεμακηηθέξ εηζόδμοξ ηςκ Σn
0 θαη H 

ακηίζημηπα (από ηε ζηηγμή πμο ε ηειεοηαία γναμμή ηςκ Σn
0 θαη H είκαη 

(0,0,0,1), ηέζζενηξ από ηηξ έλη εληζώζεηξ πμο ακαπανίζηακηαη με ηεκ (3.32) 

δεκ είκαη ζεμακηηθέξ). 

 

 

Πανάδεηγμα 3.7 

Έπμομε ημκ πεηνηζηή Stanford ημο παναδεηγμαημξ3.3.5. Έζης όηη ε 

επηζομεηή ζέζε θαη πνμζακαημιηζμόξ ημο ηειηθμύ πιαηζίμο δίκεηαη από 

 

 
 

 

Γηα κα βνμύμε ηηξ ακηίζημηπεξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ ζ1, ζ2, d3, ζ4, ζ5 

θαηζ6 πνέπεη κα επηιύζμομε ημ αθόιμοζμ ζύκμιμ με γναμμηθώκ 

ηνηγςκμμεηνηθώκ εληζώζεςκ : 
 

 

 

 

 

 

 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 
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Ακ μη ηημέξ ηςκ με μεδεκηθώκ DH παναμέηνςκ είκαη d2 = 0.154 θαη    

d6 = 0.263, μηα ιύζε γηα αοηό ημ ζύκμιμ εληζώζεςκ δίκεηαη από : 

 

 
 

Αθόμα θαη ακ δεκ έπμομε δεη πςξ ελάγεηαη αοηή ε ιύζε, δεκ είκαη 

δύζθμιμ κα ελαθνηβώζμομε όηη ηθακμπμηεί ηηξ εληζώζεηξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ 

γηα ημ βναπίμκα Stanford. 

 

Οη εληζώζεηξ ζημ πνμεγμύμεκμ πανάδεηγμα είκαη θοζηθά, ανθεηά 

δύζθμιμ κα επηιοζμύκ απεοζείαξ ζε θιεηζηή μμνθή. Αοηή ε πενίπηςζε είκαη 

θμηκή γηα ημοξ πενηζζόηενμοξ νμμπμηηθμύξ βναπίμκεξ. Γηα αοηό πνεηάδεηαη κα 

ακαπηοπζμύκ απμηειεζμαηηθέξ θαη ζοζηεμαηηθέξ ηεπκηθέξ πμο κα αλημπμημύκ 

ηε ζογθεθνημέκε θηκεμαηηθή δμμή ημο πεηνηζηή. Γκώ ημ πνόβιεμα ηεξ εοζείαξ 

θηκεμαηηθήξ έπεη πάκηα μμκαδηθή ιύζε πμο ιαμβάκεηαη από ηεκ αλημιόγεζε 

ηςκ εοζέςκ εληζώζεςκ, ημ πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ μπμνεί κα 

έπεη ή κα μεκ έπεη ιύζε. Αθόμα θαη ακ οπάνπεη ιύζε, μπμνεί κα είκαη ή κα μεκ 

είκαη μμκαδηθή. Γπίζεξ, ιόγς ημο όηη αοηέξ μη εληζώζεηξ ηεξ εοζείαξ 

θηκεμαηηθήξ είκαη ζε γεκηθέξ γναμμέξ πμιύπιμθεξ με γναμμηθέξ ζοκανηήζεηξ 

ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ, μη ιύζεηξ μπμνεί κα είκαη δύζθμιμ κα 

ελαπζμύκ αθόμε θαη ακ οπάνπμοκ. 

 

Γηα ηεκ επίιοζε ημο πνμβιήμαημξ ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ, μαξ 

εκδηαθένεη πενηζζόηενμ ε εύνεζε θιεηζηήξ μμνθήξ ιύζεξ ηςκ εληζώζεςκ 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 

 

100 

 
πανά ανηζμεηηθή ιύζε. Ε εύνεζε θιεηζηήξ μμνθήξ ιύζεξ ζεμαίκεη ζαθή ζπέζε 

ηεξ μμνθήξ : 

 

 
 

Οη ιύζεηξ θιεηζηήξ μμνθήξ πνμηημώκηαη γηα δομ ιμγμύξ. Πνώημκ, ζε 

ηδηαίηενεξ πενηπηώζεηξ, όπςξ ε ηπκειάηεζε μηαξ ναθήξ ζογθόιιεζεξ πμο 

ελαζθαιίδεηαη με έκα ζύζηεμα ειεθηνμκηθήξ όναζεξ, μη εληζώζεηξ ηεξ 

ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ πνέπεη κα επηιοζμύκ ηαπύηαηα, π.π θάζε 

20millisec. Γίκαη πημ πναθηηθμ κα έπμομε εθθνάζεηξ θιεηζηήξ μμνθήξ πανά 

μηα επακαιεπηηθή ακαδήηεζε. Δεύηενμκ, μη θηκεμαηηθέξ εληζώζεηξ, γεκηθά 

έπμοκ πμιιαπιέξ ιύζεηξ. Σμ κα έπμομε ιύζεηξ θιεηζηήξ μμνθήξ μαξ επηηνέπεη 

κα ακαπηύλμομε θακόκεξ γηα ηεκ επηιμγή μηαξ ζογθεθνημέκεξ ιύζεξ μεηαλύ 

πμιιώκ. 

 

Σμ ενώηεμα γηα ηεκ ύπανλε ιύζεςκ ζημ πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ 

θηκεμαηηθήξ ελανηάηαη από μεπακηθμύξ όπςξ θαη μαζεμαηηθμύξ πανάγμκηεξ. 

Γηα πανάδεηγμα, ε θίκεζε ηςκ πενηζηνμθηθώκ ανζνώζεςκ μπμνεί κα 

πενημνίδεηαη ζε ιηγόηενμ από 3600 πενηζηνμθήξ, έηζη ώζηε όιεξ μη 

μαζεμαηηθέξ ιύζεηξ ηςκ θηκεμαηηθώκ εληζώζεςκ κα ακηηζημηπμύκ ζε θοζηθά 

οιμπμηήζημεξ δηαμμνθώζεηξ ημο πεηνηζηή. Τπμζέημομε ηώνα, όηη ε δεδμμέκε 

ζέζε θαη πνμζακαημιηζμόξ είκαη ηέημημη ώζηε οπάνπεη μηα ιύζε γηα ηεκ (3.32). 

Αθμύ ε ιύζε ηςκ μαζεμαηηθώκ εληζώζεςκ έπεη ελαθνηβςζεί, πνέπεη κα 

ειεγπζεί πεναηηένς ακ ηθακμπμηεί ή όπη όιμοξ ημοξ πενημνηζμμύξ γηα ηεκ 

εμβέιεηα ηςκ πηζακώκ θηκήζεςκ ηςκ ανζνώζεςκ. Γμείξ ζεςνμύμε όηη μ 

δεδμμέκμξ μμμγεκήξ πίκαθαξ H ζηεκ (3.32) ακηηζημηπεί ζε μηα δηαμόνθςζε, 

εκηόξ ημο πώνμο ενγαζίαξ ημο πεηνηζηή, με εθηθηό πνμζακαημιηζμό. Αοηό μαξ 

εγγοάηαη όηη μη μαζεμαηηθέξ ιύζεηξ πμο ιαμβάκμκηαη ακηηζημηπμύκ ζε 

πναγμαημπμηήζημεξ δηαμμνθώζεηξ. 

 

 

3.3.2 Ηηκεμαηηθή απμζύδεολε 
 

Ακ θαη ημ γεκηθό πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ είκαη ανθεηά 

δύζθμιμ, απμδοθκείεηαη όηη γηα πεηνηζηέξ πμο έπμοκ έλη ανζνώζεηξ, με ηηξ 

ηνεηξ ηειεοηαίεξ ανζνώζεηξ κα ηέμκμκηαη ζε έκα ζεμείμ (όπςξ ζημ πεηνηζηή 

Stanford), είκαη δοκαηόκ κα απμζοκδεζεί ημ πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ 

θηκεμαηηθήξ ζε δομ απιμύζηενα πνμβιήμαηα, πμο είκαη γκςζηά ςξ ακηίζηνμθε 

θηκεμαηηθή ζέζεξ θαη ακηίζηνμθε θηκεμαηηθή πνμζακαημιηζμμύ. Ιε άιια 

ιόγηα, γηα έκα πεηνηζηή έλη DOF με ζθαηνηθό θανπό, ημ πνόβιεμα ηεξ 

ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ μπμνεί κα δηαπςνηζηεί ζε δομ απιμύζηενα 

(3.36) 
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πνμβιήμαηα, με πνώημ ηεκ εύνεζε ηεξ ζέζεξ ηεξ ημμήξ ηςκ αλόκςκ ημο 

θανπμύ (θέκηνμ ημο θανπμύ) θαη δεύηενμ ηεκ εύνεζε ημο πνμζακαημιηζμμύ 

ημο θανπμύ. 

 

Έζης ηώνα όηη έπμομε αθνηβώξ έλη DOF θαη όηη μη ηειεοηαίμη ηνεηξ 

άλμκεξ ηςκ ανζνώζεςκ ηέμκμκηαη ζημ ζεμείμ 0c. Γθθνάδμκηαξ ηεκ (3.32) ςξ 

δομ ζύκμια εληζώζεςκ πμο ακαπανηζημύκ ηηξ πενηζηνμθηθέξ εληζώζεηξ θαη ηηξ 

εληζώζεηξ ζέζεξ 

 

 
 

όπμο 0 θαη R είκαη ε επηζομεηή ζέζε θαη πνμζακαημιηζμόξ ημο πιαηζίμο ημο 

ενγαιείμο, πμο εθθνάδμκηαη ζε ζπέζε με ημ παγθόζμημ ζύζηεμα 

ζοκηεηαγμέκςκ. Έηζη, δίκμκηαη ηα 0 θαη R θαη ημ πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ 

θηκεμαηηθήξ είκαη ε επίιοζε ηςκ q1,….,q6. 

 

Σμ όηη έπμομε ζθαηνηθό θανπό ζεμαίκεη όηη μη άλμκεξ z3, z4 θαη z5 

ηέμκμκηαη ζημ 0c θαη έηζη μη ανπέξ 04 θαη05 πμο ημπμζεημύκηαη θαηά ηε 

ζοκζήθε DH, ζα είκαη πάκηα ζημ θέκηνμ ημο θανπμύ 0c. ΢οπκά ε 03 βνίζθεηαη 

επίζεξ ζημ 0c, αιιά αοηό δεκ είκαη απαναίηεημ γηα ηε δηθή μαξ ακάπηολε πμο 

αθμιμοζεί. Σμ ζεμακηηθό ζεμείμ αοηήξ ηεξ οπόζεζεξ γηα ηεκ ακηίζηνμθε 

θηκεμαηηθή είκαη όηη ε θίκεζε ηςκ ηνηώκ ηειηθώκ ζοκδέζμςκ γύνς από αοημύξ 

ημοξ άλμκεξ, δεκ αιιάδεη ηε ζέζε ημο 0c, μπόηε ε ζέζε ημο θέκηνμο ημο 

θανπμύ είκαη ζοκάνηεζε μόκμ ηςκ ηνηώκ πνώηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ 

ανζνώζεςκ. 

 

Ε ανπή ημο πιαηζίμο ημο ενγαιείμο (ημο μπμίμο μη επηζομεηέξ 

ζοκηεηαγμέκεξ δίκμκηαη από ημ 0) ιαμβάκεηαη απιά από ηε μεηαηόπηζε θαηά 

απόζηαζε d6 θαηά μήθμξ ημο άλμκα z5 από ημ 0c (πίκαθαξ 3.3). ΢ηεκ 

πενίπηςζή μαξ μ z5 θαη z6 είκαη μ ίδημξ άλμκαξ θαη ε ηνίηε ζηήιε ημο R 

εθθνάδεη ηεκ θαηεύζοκζε ημο z6 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ ηεξ βάζεξ. Έηζη, 

έπμομε 

 

 

Γηα κα βνίζθεηαη ημ ηειηθό ζημηπείμ δνάζεξ ημο νμμπόη ζημ ζεμείμ με 

ζοκηεηαγμέκεξ πμο δίκμκηαη από ημ 0 θαη με πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 
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ζημηπείμο δνάζεξ πμο δίκεηαη από ημκ R = (rij), είκαη απαναίηεημ ημ θέκηνμ 

ημο θανπμύ 0c κα έπεη ζοκηεηαγμέκεξ πμο δίκμκηαη από 

 

 
 

θαη όηη μ πνμζακαημιηζμόξ ημο πιαηζίμο o6 x6 y6 z6 ζε ζπέζε με ηε βάζε κα 

δίκεηαη από ημκ R. Ακ ηα ζημηπεία ηεξ ζέζεξ 0 ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ 

ζομβμιίδμκηαη με 0x, 0y, 0z θαη ηα ζημηπεία ημο θέκηνμο ημο θανπμύ 0c
0 

ζομβμιίδμκηαη με xc, yc, zc, ηόηε ε (3.40) δίκεη ηε ζπέζε 

 

 
 

Υνεζημμπμηώκηαξ ηεκ ελίζςζε (3.41) μπμνμύμε κα βνμύμε ηηξ ηημέξ 

ηςκ ηνηώκ πνώηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ. Αοηό πνμζδημνίδεη ημ 

μεηαζπεμαηηζμέκμ πνμζακαημιηζμό R3
0 πμο ελανηάηαη μόκμ από αοηέξ ηηξ 

ηνεηξ πνώηεξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ. Σώνα μπμνμύμε κα θαζμνίζμομε 

ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ   

o3 x3 y3 z3 από ηε ζπέζε 

 

 
 

ςξ 

 

 

Όπςξ ζα δμύμε ζηεκ εκόηεηα 3.3.4, μη ηειηθέξ ηνεηξ γςκίεξ ηςκ 

ανζνώζεςκ μπμνμύκ κα εονεζμύκ ζακ ζύκμιμ γςκηώκ Euler ακηηζημηπώκηαξ 

ζημκ  R6
3. Σμ δεληό μένμξ ηεξ (3.43) είκαη ηειείςξ γκςζηό από ηε ζηηγμή πμο 

δίκεηαη μ R θαη μ R3
0 μπμνεί κα οπμιμγηζηεί, αθμύ είκαη γκςζηέξ μη ηνεηξ 

πνώηεξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ. Ε ηδέα ηεξ θηκεμαηηθήξ απμζύδεολεξ 

πανμοζηάδεηαη ζημ ζπήμα 3.12.  

 

 

 

 

 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 
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΢πήμα 3.12 Ηηκεμαηηθή απμζύδεολε 

 

 

3.3.3 Ακηίζηνμθε ζέζε : Γεςμεηνηθή πνμζέγγηζε 
 

Γηα ηηξ ζοκεζηζμέκεξ θηκεμαηηθέξ δηαηάλεηξ πμο μειεημύμε, μπμνμύμε με ηε 

πνήζε γεςμεηνηθήξ πνμζέγγηζεξ κα βνμύμε ηηξ μεηαβιεηέξ q1, q2, q3, πμο 

ακηηζημηπμύκ ζημ 0c
0 πμο δίκεηαη από ηεκ (3.40). Πενημνηδόμαζηε ζηε 

γεςμεηνηθή πνμζέγγηζε γηα δομ ιμγμύξ. Πνώημκ, όπςξ έπεη εηπςζεί, ηα 

πενηζζόηενα ζύγπνμκα ζπέδηα πεηνηζηώκ είκαη θηκεμαηηθά απιά, 

απμηειμύμεκα ζοκήζςξ από μηα από ηηξ πέκηε βαζηθέξ δηαμμνθώζεηξ (πμο 

πανμοζηαζηήθακ ζημ θεθάιαημ 1) με ζθαηνηθό θανπό. Γκ μένεη ηζπύεη όηη ε 

δοζθμιία ημο γεκηθμύ πνμβιήμαημξ ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ έπεη 

μδεγήζεη ζηεκ ελέιηλε ημο ζπεδηαζμμύ ηςκ πεηνηζηώκ, ζηε ζεμενηκή ημοξ 

μμνθή. Δεύηενμκ, οπάνπμοκ ιίγεξ ηεπκηθέξ πμο μπμνμύκ κα δηαπεηνηζημύκ ημ 

γεκηθό πνόβιεμα ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ γηα αοζαίνεηεξ δηαμμνθώζεηξ. 

 

Γεκηθά, ε πμιοπιμθόηεηα ημο πνμβιήμαημξ ηεξ ακηίζηνμθεξ 

θηκεμαηηθήξ αολάκεη με ημκ ανηζμό ηςκ με μεδεκηθώκ παναμέηνςκ ηςκ 

ζοκδέζμςκ. Γηα ημοξ πενηζζόηενμοξ πεηνηζηέξ, πμιιά από ηα αi, di είκαη μεδέκ 

εκώ ηα αi είκαη 0 ή ±π/2 θιπ. Γηδηθά ζε αοηέξ ηηξ πενηπηώζεηξ, ε γεςμεηνηθή 

πνμζέγγηζε είκαη ε πημ απιή θαη πημ θοζηθή. Ε γεκηθή ηδέα ηεξ γεςμεηνηθήξ 

πνμζέγγηζεξ είκαη ε επίιοζε γηα ηηξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ qi, 

πνμβάιιμκηαξ ημ πεηνηζηή ζημ επίπεδμ xi-1 - yi-1 θαη ιύκμκηαξ έκα απιό 
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ηνηγςκμμεηνηθό πνόβιεμα. Γηα πανάδεηγμα, γηα ηεκ επίιοζε γηα ζ1, 

πνμβάιιμομε ημ βναπίμκα ζημ επίπεδμ x0 - y0 θαη με ηε πνήζε 

ηνηγςκμμεηνίαξ βνίζθμομε ηεκ ζ1. Θα ακαιοζεί παναθάης ε μέζμδμξ, με ηε 

βμήζεηα δομ ζεμακηηθώκ παναδεηγμάηςκ : ημοξ ανζνςημύξ πεηνηζηέξ θαη ημοξ 

ζθαηνηθμύξ πεηνηζηέξ.  

 

3.3.3.1 Ανζνςηή δηαμόνθςζε 

Έζης όηη έπμομε ημ πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα πμο θαίκεηαη ζημ ζπήμα 

3.13 με ηα ζημηπεία ημο 0c
0 κa δειώκμκηαη ςξ xc, yc, zc. Πνμβάιιμομε ημ 0c

 

ζημ επίπεδμ x0 - y0 όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.14. 

 

 
 

΢πήμα 3.13 Υεηνηζηήξ ηύπμο αγθώκα 
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΢πήμα 3.14 Πνμβμιή ημο θέκηνμο ημο θανπμύ ζημ επίπεδμ x0 – y0 

Από αοηήκ ηεκ πνμβμιή βιέπμομε όηη 

 

 
 

όπμο atan2(x, y) δειώκεη ηα δομ μνίζμαηα ηεξ ζοκάνηεζεξ ημο ηόλμο 

εθαπημμέκεξ, πμο μνίδεηαη ζημ θεθάιαημ 2. 

 

Ιηα δεύηενε ηζπύμοζα ιύζε γηα ηε ζ1 είκαη 

 

 
 

Αοηή όμςξ ε ιύζε ζα μδεγήζεη θοζηθά, ζε δηαθμνεηηθέξ ιύζεηξ γηα ηηξ ζ2 θαη 
ζ3, όπςξ ζα δμύμε παναθάης. 

 

Αοηέξ μη ιύζεηξ γηα ηε ζ1 ηζπύμοκ, εθηόξ ακ xc = yc = 0. ΢ε αοηήκ ηεκ 

πενίπηςζε ε (3.44) δεκ μνίδεηαη θαη μ πεηνηζηήξ είκαη ζε μμκαδηθή 

δηαμόνθςζε, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.15. ΢ε αοηήκ ηε ζέζε, ημ θέκηνμ ημο 

θανπμύ 0c ηέμκεη ημκ z0. Έηζη, μπμηαδήπμηε ηημή γηα ηε ζ1 αθήκεη ημ 0c 

αμεηαθίκεημ. Γπμμέκςξ οπάνπμοκ άπεηνεξ ιύζεηξ γηα ηε ζ1 όηακ ημ 0c ηέμκεη 

ημκ z0. 

 

 
 

΢πήμα 3.15 Ιμκαδηθή δηαμόνθςζε 

 

(3.44) 

(3.45) 
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Ακ οπάνπεη μεηαηόπηζε d ≠ 0, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.16, ηόηε ημ 

θέκηνμ ημο θανπμύ δε μπμνεί κα ηέμκεη ημκ z0. ΢ε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε, 

ελανηάηαη από ημ πώξ έπμοκ μνηζζεί μη πανάμεηνμη DH  θαη ζα είκαη d2 = d ή 

d3 = d, μπόηε ζα οπάνπμοκ δομ ιύζεηξ γηα ηε ζ1. Αοηό ακηηζημηπεί ζηεκ 

απμθαιμύμεκε ανηζηενή θαη δεληά δηαμόνθςζε ημο βναπίμκα, όπςξ θαίκεηαη 

ζηα ζπήμαηα 3.17 θαη 3.18. Σμ ζπήμα 3.17 δείπκεη ηεκ ανηζηενή δηαμόνθςζε 

ημο βναπίμκα. Από αοηό ημ ζπήμα θαίκεηαη γεςμεηνηθά όηη 

 

 
 

 
 

΢πήμα 3.16 Υεηνηζηήξ ηύπμο αγθώκα με μεηαηόπηζε ώμμο 

 

 
 

(3.46) 
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΢πήμα 3.17 Ανηζηενή δηαμόνθςζε βναπίμκα 

όπμο 

 
 

 

 

 
 

΢πήμα 3.18 Δεληά δηαμόνθςζε βναπίμκα 

 

Ε δεύηενε ιύζε πμο ιαμβάκεηαη από ηε δεληά δηαμόνθςζε ημο βναπίμκα ζημ 

ζπήμα 3.18, δίκεηαη από 

 
θαη ακαιύεηαη ςξ ελήξ 

 

 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 
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μπόηε είκαη 

 
 

από ηε ζηηγμή πμο cos(ζ + π) = -cos(ζ) θαη sin(ζ + π) = -sin(ζ). 

 

Γηα κα βνμύμε ηηξ γςκίεξ ζ2 θαη ζ3 γηα ημ πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα, με 

γκςζηή ηε ζ1, ιαμβάκμομε οπόρε ημ επίπεδμ πμο ζπεμαηίδεηαη από ημ 

δεύηενμ θαη ηνίημ ζύκδεζμμ, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.19.  

 

 
 
΢πήμα 3.19 Πνμβμιή ζημ επίπεδμ πμο ζπεμαηίδεηαη από ημοξ ζοκδέζμμοξ 2 θαη 3 

 

Από ηε ζηηγμή πμο ε θίκεζε ηςκ ζοκδέζμςκ δομ θαη ηνία είκαη ζημ επίπεδμ, ε 

ιύζε είκαη ακάιμγε με αοηήκ ημο πεηνηζηή δομ ζοκδέζμςκ ζημ θεθάιαημ 1. 

Όπςξ θαη ζε θείκε ηεκ πενίπηςζε, από ηηξ (1.17) θαη (1.18), εθανμόδμκηαξ ημ 

κμμό ηςκ ζοκεμίημκςκ ιαμβάκμομε 

 

 
 

 

αθμύ 

(3.54) 

(3.55) 
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Έηζη ε ζ3 δίκεηαη από 
 

 
 

Οη δομ ιύζεηξ γηα ηε ζ3 ακηηζημηπμύκ ζηηξ ζέζεηξ ακύρςζεξ θαη βύζηζεξ 

αγθώκα. 

 

Ομμίςξ ε ζ2 δίκεηαη από 

 

 
 

Έκα πανάδεηγμα εκόξ πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα με μεηαημπίζεηξ, είκαη ημ PUMA 

πμο θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.20.  

 

 

 
 

(3.56) 

(3.57) 
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΢πήμα 3.20 Σέζζενηξ ιύζεηξ γηα ηεκ θηκεμαηηθή ηεξ ακηίζηνμθεξ ζέζεξ, γηα ημ 

πεηνηζηή PUMA 

Τπάνπμοκ ηέζζενηξ ιύζεηξ γηα ηεκ θηκεμαηηθή ηεξ ακηίζηνμθεξ ζέζεξ, όπςξ 

θαίκεηαη. Αοηέξ ακηηζημηπμύκ ζηηξ ζέζεηξ ανηζηενόξ βναπίμκαξ – αγθώκαξ 

πάκς, ανηζηενόξ βναπίμκαξ – αγθώκαξ θάης, δεληόξ βναπίμκαξ – αγθώκαξ 

πάκς θαη δεληόξ βναπίμκαξ – αγθώκαξ θάης. Θα δμύμε όηη οπάνπμοκ δομ 

ιύζεηξ γηα ημκ πνμζακαημιηζμό ημο θανπμύ, μη μπμίεξ δίκμοκ μθηώ ζοκμιηθά 

ιύζεηξ γηα ηεκ ακηίζηνμθε θηκεμαηηθή ημο πεηνηζηή PUMA. 

 

3.3.3.2 ΢θαηνηθή δηαμόνθςζε 

Γδώ ζα γίκεη επίιοζε ηεξ θηκεμαηηθήξ ηεξ ακηίζηνμθεξ ζέζεξ γηα έκα 

ζθαηνηθό πεηνηζηή ηνηώκ DOF, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.21.  

 

 
 

΢πήμα 3.21 ΢θαηνηθόξ πεηνηζηήξ 

 

Όπςξ θαη ζηεκ πενίπηςζε ημο πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα, ε πνώηε μεηαβιεηή 

ηεξ άνζνςζεξ είκαη ε πενηζηνμθή ηεξ βάζεξ θαη ε ιύζε δίκεηαη ςξ 

 

 
 

με ηεκ πνμϋπόζεζε όηη ηα xc θαη yc δεκ είκαη μεδέκ. Ακ θαη ηα δομ είκαη μεδέκ 

ηόηε ε δηαμόνθςζε είκαη μμκαδηθή όπςξ πνμεγμομέκςξ θαη ε ζ1 μπμνεί κα 

πάνεη μπμηαδήπμηε ηημή. Όπςξ ζηεκ πενίπηςζε ημο πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα, 

μηα δεύηενε ιύζε γηα ηε ζ1 δίκεηαη από 

 

(3.58) 
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Ε γςκία ζ2 ιαμβάκεηαη από ημ ζπήμα 3.21 ςξ 

 

 
όπμο είκαη  

 

 

Ε γναμμηθή απόζηαζε d3 βνίζθεηαη ςξ 

 

 
 

Ε ανκεηηθή ιύζε ηεξ ηεηναγςκηθήξ νίδαξ γηα ημ d3 παναβιέπεη θαη άνα 

ιαμβάκμομε δομ ιύζεηξ γηα ηεκ θηκεμαηηθή ηεξ ακηίζηνμθεξ ζέζεξ, όζμ βέβαηα 

ημ θέκηνμ ημο θανπμύ δεκ ηέμκεη ημκ z0. Ακ οπάνπεη μηα μεηαηόπηζε, ηόηε ζα 

έπμομε ανηζηενέξ θαη δεληέξ δηαμμνθώζεηξ ημο βναπίμκα, όπςξ θαη ζηεκ 

πενίπηςζε ημο πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα. 

 
Πίκαθαξ 3.6 : Πανάμεηνμη ηςκ ζοκδέζμςκ γηα ημκ ανζνςηό πεηνηζηή ζημ ζπήμα 3.13 

 

 

 

3.3.4 Ακηίζηνμθμξ πνμζακαημιηζμόξ 

 

΢ηεκ πνμεγμύμεκε εκόηεηα πνεζημμπμηήζαμε ηε γεςμεηνηθή πνμζέγγηζε γηα 

ηεκ επίιοζε ημο πνμβιήμαημξ ηεξ ακηίζηνμθεξ ζέζεξ. Αοηό δίκεη ηηξ ηημέξ 

γηα ηηξ ηνεηξ πνώηεξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ πμο ακηηζημηπμύκ ζε μηα 

γκςζηή ζέζε ηεξ ανπήξ ημο θανπμύ. Σμ πνόβιεμα ημο ακηίζηνμθμο 

πνμζακαημιηζμμύ είκαη ε εύνεζε ηςκ ηημώκ ηςκ ηειηθώκ ηνηώκ μεηαβιεηώκ 

ηςκ ανζνώζεςκ, πμο ακηηζημηπμύκ ζε έκα δεδμμέκμ πνμζακαημιηζμό ζε 

ζπέζε με ημ πιαίζημ o3 x3 y3 z3 . Γηα έκα ζθαηνηθό θανπό, αοηό μπμνεί κα 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 
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ενμεκεοηεί ςξ ημ πνόβιεμα εύνεζεξ εκόξ ζοκόιμο γςκηώκ Euler πμο 

ακηηζημηπμύκ ζε έκα δεδμμέκμ πίκαθα πενηζηνμθήξ R. Τπεκζομίδμομε πςξ ε 

ελίζςζε (3.15) δείπκεη όηη μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ πμο ιαμβάκεηαη γηα ημ 

ζθαηνηθό θανπό, έπεη ηεκ ίδηα μμνθή με ημκ πίκαθα πενηζηνμθήξ γηα ημ 

μεηαζπεμαηηζμό Euler, πμο δίκεηαη ζηεκ (2.27). Γηα αοηό ημ ιόγς, μπμνεί κα 

πνεζημμπμηεζεί ε μεζμδμιμγία πμο ακαπηύπζεθε ζηεκ εκόηεηα 2.5.1, γηα ηεκ 

επίιοζε ηςκ ηνηώκ γςκηώκ ηςκ ανζνώζεςκ ημο ζθαηνηθμύ θανπμύ. Πημ 

ζογθεθνημέκα, ιύκμομε γηα ηηξ ηνεηξ γςκίεξ Euler θ,ζ,ρ με ηε πνήζε ηςκ 

εληζώζεςκ (2.29) – (2.34) θαη έπεηηα θάκμομε ηεκ ακηηζημίπεζε 

 

 
 

 

Πανάδεηγμα 3.8 Ανζνςηόξ πεηνηζηήξ με ζθαηνηθό θανπό 

Οη πανάμεηνμη DH γηα ηεκ ημπμζέηεζε ηςκ πιαηζίςκ ζημ ζπήμα 3.13 

ζοκμρίδμκηαη ζημκ πίκαθα 3.6. Πμιιαπιαζηάδμκηαξ ημοξ ακηίζημηπμοξ 

πίκαθεξ Αi ιαμβάκμομε ημκ πίκαθα R3
0, γηα ημκ ανζνςηό ή ηύπμο αγθώκα 

πεηνηζηή, ςξ 

 

 

 

Ο πίκαθαξ R6
3 = Α4 Α5 Α6 δίκεηαη ςξ 

 

 
 

 

Ε ελίζςζε πμο πνέπεη κα επηιοζεί γηα ηηξ ηειηθέξ ηνεηξ μεηαβιεηέξ είκαη 

 

 

 

θαη ε ιύζε ηεξ γςκίαξ Euler μπμνεί κα εθανμμζζεί  ζε αοηήκ ηεκ ελίζςζε. Γηα 

πανάδεηγμα, μη ηνεηξ εληζώζεηξ πμο ιαμβάκμκηαη από ηεκ ηνίηε ζηήιε ζηεκ  

παναπάκς ελίζςζε πίκαθα, δίκμκηαη από 

 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 
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Έηζη, ακ θαη μη δομ εθθνάζεηξ (3.65) θαη (3.66) δεκ είκαη μεδέκ, ιαμβάκμομε 

ηε ζ5 από ηηξ (2.29) θαη (2.30) ςξ 

 

 

 

Ακ επηιεπζεί ε ζεηηθή ηεηναγςκηθή νίδα ζηεκ (3.68), ηόηε μη ζ4 θαη ζ6 

δίκμκηαη από ηηξ (2.31) θαη (2.32) ακηίζημηπα, ςξ 

 

 
 

Οη άιιεξ ιύζεηξ ιαμβάκμκηαη ακαιόγςξ. Ακ s5 = 0, ηόηε μη άλμκεξ ηςκ 

ανζνώζεςκ z3 θαη z5 είκαη μμμαλμκηθμί. Αοηή είκαη μηα μμκαδηθή δηαμόνθςζε 

θαη μόκμ ημ άζνμηζμα ζ4 + ζ6 μπμνεί κα πνμζδημνηζηεί. Ιηα ιύζε είκαη κα 

επηιεπζεί ε ζ4 αοζαίνεηα θαη έπεηηα κα πνμζδημνηζηεί ε ζ6 με ηε πνήζε ηεξ 

(2.36) ή (2.38). 

 

 

3.3.5 Παναδείγμαηα 

 

Πανάδεηγμα 3.9 Υεηνηζηήξ ηύπμο αγθώκα. Οιηθή ιύζε 

΢οκμρίδμκηαξ ηε γεςμεηνηθή πνμζέγγηζε γηα ηεκ επίιοζε ηςκ 

εληζώζεςκ ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ, δίκμομε παναθάης μηα ιύζε ηεξ 

ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ γηα ημ πεηνηζηή ηύπμο αγθώκα έλη DOF (ζπήμα 

3.13), με ζθαηνηθό θανπό θαη πμο δεκ έπεη μεηαημπίζεηξ ανζνώζεςκ. 

 

Δίκεηαη 

 
 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 
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μπόηε με 

 

 

 

έκα ζύκμιμ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ DH δίκμκηαη από 

 

 

 

 

Πανάδεηγμα 3.10 Υεηνηζηήξ SCARA 

Έζης όηη έπμομε ημ πεηνηζηή SCARA ημο μπμίμο ε εοζεία θηκεμαηηθή 

θαζμνίδεηαη με ημκ Σ4
0 από ηεκ (3.30). Ε ιύζε ηεξ ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ 

ηόηε δίκεηαη ζακ έκα ζύκμιμ ιύζεςκ ηεξ ελίζςζεξ 

 

 
 

 

 

Από ηε ζηηγμή πμο μ πεηνηζηήξ SCARA έπεη μόκμ ηέζζενηξ DOF, ηόηε θάζε 

πηζακόξ πίκαθαξ H από ημ SE(3) δε ζεμαίκεη όηη έπεη μηα ιύζε ηεξ μμνθήξ 

(3.81). Ιάιηζηα, θαίκεηαη εύθμια όηη δεκ οπάνπεη ιύζε ηεξ (3.81) εθηόξ ακ μ 

R είκαη ηεξ μμνθήξ 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.81) 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 

 

115 

 
 

 
  

μπόηε ζε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε ημ άζνμηζμα ζ1 + ζ2 – ζ4 μνίδεηαη από 

 

 

 

Πνμβάιιμκηαξ  ηε δηαμόνθςζε ημο πεηνηζηή πάκς ζημ επίπεδμ x0 – y0 

ιαμβάκμομε ηεκ θαηάζηαζε πμο θαίκεηαη ζημ ζπήμα 3.22. 
 

 
 

΢πήμα 3.22 Υεηνηζηήξ SCARA 

 

Από εθεί ιαμβάκμομε  

 

 
όπμο   
 

 
 

Σώνα μπμνεί κα πνμζδημνηζηεί ε ζ4 από ηεκ (3.83) ςξ 

 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 
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Σέιμξ, ε d3 δίκεηαη ςξ 

 

 
 

 

 

3.4 ΠΓΡΖΘΕΦΕ ΗΓΦΑΘΑΖΟΤ 
 

 ΢ε αοηό ημ θεθάιαημ, μειεηήζαμε ηηξ ζπέζεηξ μεηαλύ ηςκ μεηαβιεηώκ 

ηςκ ανζνώζεςκ qi θαη ηεξ ζέζεξ θαη πνμζακαημιηζμμύ ημο ηειηθμύ ζημηπείμο 

δνάζεξ. Έγηκε εηζαγςγή ηεξ ζοκζήθεξ Denavit Hartenberg γηα ηεκ 

ημπμζέηεζε ηςκ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ ζημοξ ζοκδέζμμοξ εκόξ ζεηνηαθμύ 

πεηνηζηή. Ε μεζμδμιμγία πμο βαζίδεηαη ζηε ζοκζήθε DH, μπμνεί κα 

ζοκμρηζηεί ζημκ παναθάης αιγόνηζμμ, γηα ηεκ ελαγςγή ηεξ εοζείαξ 

θηκεμαηηθήξ γηα μπμημδήπμηε πεηνηζηή : 

 

ΒΕΙΑ 1 : Σμπμζέηεζε θαη μκμμαζία ηςκ αλόκςκ ηςκ ανζνώζεςκ z0,….,zn-1. 

 

ΒΕΙΑ 2 : Γγθαηάζηαζε ημο πιαηζίμο ηεξ βάζεξ. Σμπμζέηεζε ηεξ ανπήξ ηςκ 

αλόκςκ μπμοδήπμηε πάκς ζημκ άλμκα z0. Οη άλμκεξ x0 θαη y0 επηιέγμκηαη 

θαηάιιεια ώζηε κα ζπεμαηίζμοκ έκα δεληόζηνμθμ πιαίζημ. 

Γηα i = 1,….., n -1 πάμε ζημ βήμα 3 έςξ 5. 

 

ΒΕΙΑ 3 : Γκημπηζμόξ ηεξ ανπήξ 0i όπμο ε θμηκή θάζεημξ ζημοξ zi θαη zi-1 

ηέμκεη ημκ zi. Ακ μ zi ηέμκεη ημκ zi-1 ηόηε εκημπίδεηαη ημ 0i ζε αοηήκ ηεκ ημμή. 

Ακ μη zi θαη zi-1 είκαη πανάιιειμη, ηόηε εκημπίδεηαη ημ 0i ζε μπμηαδήπμηε 

βμιηθή ζέζε θαηά μήθμξ ημο zi. 

 

ΒΕΙΑ 4 : Γγθαηάζηαζε ημο xi θαηά μήθμξ ηεξ θμηκήξ θαζέημο (δηαμέζμο ημο 

0i) ακάμεζα ζημκ zi-1 θαη zi ή ζηεκ θαηεύζοκζε πμο είκαη θάζεηε ζημ επίπεδμ   

zi-1 - zi ακ μη zi-1 θαη zi ηέμκμκηαη. 

 

ΒΕΙΑ 5 : Γγθαηάζηαζε ημο yi γηα κα μιμθιενςζεί ημ δεληόζηνμθμ πιαίζημ. 

 

ΒΕΙΑ 6 : Γγθαηάζηαζε ημο πιαηζίμο on xn yn zn ημο ηειηθμύ ζημηπείμο 

δνάζεξ. Τπμζέημκηαξ όηη ε n –th άνζνςζε είκαη πενηζηνμθηθή ζέημομε zn = a 

θαηά μήθμξ ηεξ θαηεύζοκζεξ zn-1. Γγθαηάζηαζε ηεξ ανπήξ 0n θαηά μήθμξ ημο 

zn, θαηά πνμηίμεζε ζημ θέκηνμ ηεξ ανπάγεξ ή ζημ άθνμ μπμημοδήπμηε 

(3.88) 
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ενγαιείμο πμο μπμνεί κα θένεη μ πεηνηζηήξ. Θέημομε yn = s ζηεκ θαηεύζοκζε 

πμο θιείκεη ε ανπάγε θαη ζέημομε xn = n ςξ s x a. Ακ ημ ενγαιείμ δεκ είκαη 

μηα απιή ανπάγε ζέημομε xn θαη yn θαηάιιεια, ώζηε κα ζπεμαηηζηεί έκα 

δεληόζηνμθμ ζύζηεμα. 

 

ΒΕΙΑ 7 : Δεμημονγμύμε έκακ πίκαθα γηα ηηξ παναμέηνμοξ ηςκ ζοκδέζμςκ αi, 

di, ai, ζi. 

αi = απόζηαζε θαηά μήθμξ ημο xi από ημ 0i ζηεκ ημμή ημο xi θαη zi-1. 

di = απόζηαζε θαηά μήθμξ ημο zi-1 από ημ 0i-1 ζηεκ ημμή ημο xi θαη zi-1. Σμ di 

μεηαβάιιεηαη ακ ε άνζνςζε i είκαη πνηζμαηηθή. 

ai = ε γςκία μεηαλύ zi-1 θαη zi μεηνμύμεκε γύνς από ημκ xi. 

ζi = ε γςκία μεηαλύ xi-1 θαη xi μεηνμύμεκε γύνς από ημκ zi-1. Ε ζi 

μεηαβάιιεηαη ακ ε άνζνςζε i είκαη πενηζηνμθηθή. 

 

ΒΕΙΑ 8 : Δεμημονγμύμε ημοξ πίκαθεξ μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ Αi με 

ακηηθαηάζηαζε ηςκ παναπάκς παναμέηνςκ ζηεκ (3.10). 

 

ΒΕΙΑ 9 : Δεμημονγμύμε ημοξ Σn
o = Α1….. Αn. Αοηό δίκεη ηε ζέζε θαη ημκ 

πνμζακαημιηζμό ημο πιαηζίμο ημο ενγαιείμο ζε ζπέζε με ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ 

ηεξ βάζεξ. 

 

Ε ζοκζήθε DH πνμζδημνίδεη ηηξ εληζώζεηξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ γηα έκα 

πεηνηζηή, δειαδή ηεκ ακηηζημίπεζε ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ με ηε 

ζέζε θαη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ. Γηα ημκ έιεγπμ 

ημο πεηνηζηή, είκαη απαναίηεημ κα επηιοζεί ημ ακηίζηνμθμ πνόβιεμα, δειαδή 

με δεδμμέκε ηε ζέζε θαη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο ηειηθμύ ζημηπείμο δνάζεξ, 

ιύκμομε γηα ημ ακηίζημηπμ ζύκμιμ ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ. ΢ε αοηό 

ημ θεθάιαημ μειεηήζαμε ηεκ εηδηθή πενίπηςζε ηςκ πεηνηζηώκ, ζημοξ μπμίμοξ 

μπμνεί κα πνεζημμπμηεζεί ε θηκεμαηηθή απμζύδεολε (δειαδή έκαξ πεηνηζηήξ 

με ζθαηνηθό θανπό). Γηα ημοξ πεηνηζηεξ αοημύ ημο ηύπμο μ πνμζδημνηζμόξ ηεξ 

ακηίζηνμθεξ θηκεμαηηθήξ μπμνεί κα ζοκμρηζζεί ζημκ παναθάης αιγόνηζμμ : 

 

ΒΕΙΑ 1 : Γύνεζε ηςκ q1, q2, q3 ηέημηςκ ώζηε ημ θέκηνμ θανπμύ 0c κα έπεη 

ζοκηεηαγμέκεξ πμο δίκμκηαη από 

 

 

 

ΒΕΙΑ 2 : Υνεζημμπμηώκηαξ ηηξ μεηαβιεηέξ ηςκ ανζνώζεςκ πμο μνηζζήθακ 

ζημ βήμα 1, αλημπμηείηαη μ R3
0. 

(3.89) 
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ΒΕΙΑ 3 : Γύνεζε εκόξ ζοκόιμο γςκηώκ Euler πμο ακηηζημηπμύκ ζημκ πίκαθα 

πενηζηνμθήξ 

 

 
 

΢ε αοηό ημ θεθάιαημ, έγηκε πνήζε ηεξ γεςμεηνηθήξ πνμζέγγηζεξ γηα ημ 

βήμα 1. Πημ ζογθεθνημέκα, γηα ηεκ επίιοζε ηςκ μεηαβιεηώκ ηςκ ανζνώζεςκ 
qi, πνμβάιιμομε ημ πεηνηζηή (ζομπενηιαμβακμμέκμο θαη ημο θέκηνμο ημο 

θανπμύ) πάκς ζημ επίπεδμ xi-1 - yi-1 θαη με ηε πνήζε ηνηγςκμμεηνίαξ 

οπμιμγίδμκηαη ηα qi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(3.90) 


