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                           6ο    Μάθημα

             ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ     ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
Μία  διαφορική  εξίσωση  πρώτης  τάξης,  είναι  μία εξίσωση  της  μορφής
                      y’ = f(x,y)   ή      = f(x,y)             (1)
Μία λύση  της εξίσωσης  αυτής είναι  μία συνάρτηση  y= φ(x)  την  οποία  αν  αντικαταστήσουμε  στην  εξίσωση  (1)  την  επαληθεύει,  δηλαδή
                                   φ(x) = f(x, φ(x))

Παράδειγμα 1.   Έστω  η  Δ.Ε.   y’ = x.y
Παρατηρούμε  ότι  η συνάρτηση  y  =      είναι  μία λύση της  αφού
            y’ =  =  .  = x .             και
x.y = x.    .    Άρα  η  εξίσωση    = x.y     επαληθεύεται.

Το να  επιλύσουμε  μία διαφορική  εξίσωση    = f(x,y)  σημαίνει  να βρούμε  όλες  τις  συναρτήσεις  y = f(x),  που την επαληθεύουν.


Παράδειγμα  2.
Να  λυθεί  η  Δ.Ε.   y’ =x3 +  συνx .  Γράφουμε
       = x3 +  συνx   ή     dy = (x3 +  συνx).dx
ή
     = dx     ή     y =  + ημx + c,   άρα

η γενική λύση της  Δ.Ε.  που μας  δόθηκε  είναι η 
 y =   + ημx + c,    όπου  c   είναι  μία  σταθερά.


Όλες  οι  διαφορικές  εξισώσεις  της  μορφής   = f(x,y)  δεν  επιλύονται,  γι’ αυτό  και  στην  συνέχεια θα  θεωρήσουμε συναρτήσεις  f(x,y)  που  έχουν  ειδική  μορφή.

Περίπτωση  1η.

Η   f(x,y)  είναι  συνάρτηση  μόνο  του  x,  δηλαδή 
     = f(x)   ή     = f(x).
Στην  περίπτωση  αυτή, εργαζόμαστε  όπως  στο παράδειγμα 2.
Γράφουμε
                     = f(x)   ή    dy = f(x).dx    ή     =  dx .

Παράδειγμα  3.
Να λυθεί  η   Δ.Ε.    = 3x2 + x + 1
Λύση
Έχουμε      = 3x2 + x + 1       ή      dy = (3x2 + x +1)dx    
 ή      =       ή       y = 3.  + + x +c  
 ή        y = x3 +  +x + c  .


Περίπτωση  2η.

Η    f(x,y)    είναι  συνάρτηση  μόνο  του  y,   δηλαδή  
            = f(y)    ή       = f(y).

Στην  περίπτωση  αυτή  έχουμε
             = dx    ή      =       ή        = x + c

Παράδειγμα  4.
Να   λυθεί   η   Δ.Ε.     = - 2y
Λύση
Έχουμε
          = - 2y    ή        = - 2dx    ή      = - 2 
ή
        ln =- 2x + c      ή        =       ή       = .
ή
      y =  .           ή       y =  .


Παράδειγμα  5.    
Να λυθεί  η   Δ.Ε.     = 2y +1
Λύση

Έχουμε
 = 2y + 1        ή       = dx      ή        = 

ή       ln = x + c       ή     ln = 2x + c’     (2c = c’)

ή      =         ή        = e2x. 

ή       2y +1 =  .       ή       2y + 1 =  .      (= ) 

ή        y =   .


Περίπτωση  3η.       Χωριζόμενες  μεταβλητές

Η  συνάρτηση  f(x,y)  είναι της μορφής 
                     f(x,y) = φ(x).g(y), 
δηλαδή  γράφεται  ως  γινόμενο  μιας  συνάρτησης  του  x  επί  
μιας  συνάρτησης  του  y,  δηλαδή
                      y’ = φ(x).g(y).

Για να την λύσουμε  εργαζόμαστε  ως  εξής:
Έχουμε
          = φ(x).g(y)    ή      = φ(x).dx   ή   = 

Παράδειγμα 6.  
Να λυθεί   η   Δ.Ε.     = - 3x2y
Λύση
Έχουμε
                =-  3x2y       ή       = - 3x2 dx      ή
 = -         ή          ln = - 3 + c       
ή
         =          ή        y =  .   
ή
        y =   .           ( ).

Αυτή  είναι  η  γενική  λύση  της  ανωτέρω  Δ.Ε.


Παράδειγμα   7.     
Να  λυθεί  η   Δ. Ε.       = y2 . συνx
Λύση
Έχουμε
              = . συνx           ή              = συνx.dx
ή
         dy =        ή      -  = ημx + c
ή
        y =      . 

Όπως  είδαμε  στα  προηγούμενα  παραδείγματα,  η γενική  λύση  της  Δ.Ε.     = f(x,y)   εξαρτάται  από  μία  σταθερά  c.
Έτσι, στις  διαφορετικές  τιμές  που  παίρνει  η  σταθερά   c,
αντιστοιχούν  διαφορετικές  λύσεις   της    = f(x,y)  τις 
οποίες  ονομάζουμε  ειδικές  λύσεις  της  Δ.Ε.

Παράδειγμα  8.
Να  βρεθεί   η λύση  της   Δ.Ε.     = 3 + x +1      η  οποία   διέρχεται  από το  σημείο  (1,2).
Λύση
Όπως  είδαμε  στο  παράδειγμα  3,  η  γενική  λύση  της  παραπάνω  Δ.Ε.   είναι  η  
                    y = x3 +  + x + c
Θέτοντας
        x = 1   και    y = 2,   βρίσκουμε    2 = 13 +  + 1 + c  c = - .

Άρα  η  ζητούμενη  λύση  που  διέρχεται  από  το σημείο (1,2)
είναι  η:   y = x3 +  + x -     .   

Παράδειγμα  9.
Να  βρεθούν  οι  λύσεις  της   Δ.Ε.        = -2y     που   διέρχονται  από το σημείο   (-1,1).
Λύση
Όπως  είδαμε  η  γενική  λύση  της  παραπάνω    Δ.Ε. (παράδειγμα 4)   είναι
                           y =  c.              (1)

Θέτοντας  στη  (1)   x = -1   και   y = 1,  έχουμε:
1 =  c.  1 =  c. e2  c =  

Άρα  από  το  σημείο  (-1, 1)    διέρχονται   δύο  λύσεις, 
οι εξής:
             y1 =  .         και         y2 = -   . 

Άσκηση( για το σπίτι).
Να βρεθεί η λύση της  Δ.Ε.    ,  που  διέρχεται από το σημείο (2, -1).
         


















   ΑΣΚΗΣΕΙΣ    5ου    ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ

Α.  Παράγωγοι  συνθέτων  συναρτήσεων     

Άσκηση  3.
Να βρεθεί  η παράγωγος  ως  προς   t   της  συνάρτησης  
   f(x,y) = x + συνy,    όταν   x = et   και     y = t2 .
Έχουμε  ότι  
                        =  .  +  .    

   = 1  ,     = - ημy ,         =  ,        = 2t ,        οπότε

            = 1.- ημy.(2t) = et – 2t.ημy = et – 2t.ημ(t2) .

Άσκηση  2.  Να  βρεθεί  η  παράγωγος  ως  προς  t  της  συνάρτησης    f(x,y) = ln(y2 – x2),  όταν   x= ημt   και   y = συνt .
Λύση  
Έχουμε  
                   =  . +  .    
Βρίσκουμε  ότι
                =  . (y2 – x2) =         και        = συνt

                =  .(-  =        και     = -ημt,  οπότε
             = - .συνt +  . (- ημt) =  . (x.συνt – yημt)
                 =  .(ημt.συνt – συνt.ημt) = 0
Άσκηση  1.
Να  βρεθεί  η  παράγωγος  ως  προς  t  της  συνάρτησης 
  f(x,y) = x2 – y2 , όταν   x = et . συνt     και    y = et .ημt   
Λύση    
Έχουμε  ότι
                       =  .  +  . 
Βρίσκω  ότι
           = 2x  ,       = - 2y ,           = et.συνt- et .ημt ,  
           = et. ημt +et.συνt
 οπότε
                 = 2x.(et.συνt – et.ημt) – 2y(et.ημt + et.συνt)   = 2x.et.συνt -2x.et.ημt – 2y.et.ημt – 2y.et.συν =
= 2.et.συνt.et.συνt – -2.et.συνt.et.ημt – 2et.ημt.et.ημt – 2.et.ημt.et.συνt =
=-4e2t (συνt.ημt) – 2.e2t(συν2t – ημ2t) .

4.    Πεπλεγμένες   Συναρτήσεις

[bookmark: _GoBack]Άσκηση  1.
Ας  υποθέσουμε  ότι   x.y2 = 2.   Να  βρεθούν     .
Λύση
Θέτω      f(x,y) = x.y2 -2 ,  
  οπότε  έχουμε             =  =  
άρα
   =  = = = =    .

Άσκηση  2.
Άς  υποθέσουμε  ότι   x2 + xy -1 =0.  Να βρεθούν      και     .
Λύση
Θέτω    f(x,y) = x2 +xy – 1    
οπότε  έχουμε    
                             =  =     
επομένως
     =  =  =
          
           = =  =  .

 
                     

