         
                                11ο    Μάθημα    

  Μη  ομογενείς  Δ.Ε. 2ης  τάξης  με σταθερούς      συντελεστές (συνέχεια).                     1
  
  3η  Περίπτωση   
  Για  να βρούμε μία μερική  λύση  της  Δ.Ε. 
        

 δεν  έχουμε  παρά να βρούμε  μία  μερική  λύση    της
                   + 

 και  μία  μερική  λύση     της
                  + 

  Tότε  το άθροισμα        είναι  μία  μερική 
   λύση  της  αρχικής  Δ.Ε., αφού
                    

          =  ++

         = 
         =  +                                                     

    

      Παράδειγμα  1.                                                               2
      Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
           -            (1)
        Λύση 
      Θεωρώ  τις  δύο  εξισώσεις
                            (2)
      και
             

     Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:
       λ2 – λ = 0     με  λύσεις    λ1 = 0  και   λ2 = 1
     Για  την  (2)  έχουμε   r = 1,  που  είναι  απλή
     λύση  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης,
     οπότε       y1 = α.x.ex  
      Έχουμε
                     = α.(  και

                   
     Αντικαθιστώντας  στην  (2)  βρίσκουμε
     (2α.    
      α.ex = 5.ex   α = 5,  και  άρα   y1 = 5xex   

      Για  την  (3)  έχουμε  ότι  r.i = 2i,  το  οποίο  δεν  είναι
      λύση  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης, οπότε
                 y2 = α.συν2x + β.ημ2x
      έχουμε
                            και

                                                      3
      άρα     αντικαθιστώντας   στην  (3)    έχουμε:
      (- 4α.συν2x – 4β.ημ2x) - (-2α.ημ2x + 2β.συν2x)= - ημ2x
        (- 4β + 2α + 1).ημ2x + (- 4α – 2β).συν2x = 0
      Επειδή  η προηγούμενη  σχέση  ισχύει  για  κάθε   x, 
      έχουμε
                    

           D = 

             οπότε   α =   και  β = 
        
           Άρα        y2 =    
          Επομένως  μία  μερική  λύση  της  (1)  είναι:
            
                         


          Άσκηση  
          Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                  


      

         4η  Περίπτωση                                                            4

         Για  να  βρούμε  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
        
           

       διακρίνουμε  τις  περιπτώσεις:

       4i)   Το   0   δεν  είναι  ρίζα  της  χαρακτηριστικής εξίσωσης
          τότε
                        y0 = α.x2 +β.x + γ       (α, β, γ  προσδιορίζονται)

     4ii)  Το    0   είναι απλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης
            τότε
                       y0 = α.x3 + β.x2 + γ.x     (α, β, γ  προσδιορίζονται)

     4iii)  Το   0   είναι  διπλή  ρίζα  της  χαρακτηριστικής          εξίσωσης. Τότε
                      y0 = α.x4+ β.x3 + γ.x2     (α, β, γ  προσδιορίζονται).

       Παράδειγμα 1.  
       Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                             (1)
        Λύση   
        Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:  λ2 – 3λ – 10 = 0
        και  δεν  έχει  το  0  ως  ρίζα αφού    Δ = 9- 4.(- 10)= 49  και
        άρα   λ1 = 5   ή  λ2 = - 2.
                       Επομένως          y0 = α.x2 + β.x + γ
      

              Έχουμε                                                                                             5
                            και     ,   οπότε

                  (2α)- 3(2αx + β) – 10(αx2 +β.x + γ) = 2x – 3
             - 10α.x2 + (- 6α –10β).x + (2α- 3β – 10γ) = 2x – 3  
           
                Εξισώνουμε  τους  ομοβάθμιους  συντελεστές, οπότε
         
                   

                 Τελικά  λοιπόν  έχουμε:    y0 =   

              Παράδειγμα  2.  
              Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                                   (1)
              Λύση  
              Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:
                 λ2- 3λ +2 = 0   από την οποία έχουμε 
               λ1=1   και   λ2 = 2.  Το  μηδέν  δεν  είναι  ρίζα  της
              χαρακτηριστικής  εξίσωσης,  οπότε
                                  y0 = α.x2 + β.x + γ
               Έχουμε
                                    
         Στην  συνέχεια  αντικαθιστώντας  στην  (1)  έχουμε:        6   
   
               ( 2α) -3.(2α.x + β)- 2.(αx2 +β.x +γ) = x2 – 2x +4
               - 2.αx2 + (- 6α – 2β).x + (2α – 3β – 2γ) = x2 – 2x +4
               εξισώνοντας  τους  ομοβάθμιους  συντελεστές, έχουμε

                  

               επομένως              y0 =      

             Παράδειγμα  3.   
             Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                                          (1)
              Λύση   
              Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:  

               λ2 + 7λ = 0 λ.(λ + 7) = 0  λ1 = 0  και  λ2=-7
              δηλαδή  έχει  το  μηδέν  απλή  ρίζα,  οπότε
                                 y0 = α.x3 + β.x2 + γx
                άρα
                                   και

                                
         
                Αντικαθιστώντας  στην  (1)   έχουμε
             
               (6αx +2β) + 7.(3αx2 + 2βx + γ) = 42x2 + 5x + 1               7        
              Βάζω το  αριστερό  μέλος  κατά τις δυνάμεις του  x
               21αx2 + (6α + 14β).x + (2β +7γ) = 42x2 +5x + 1,  και
               εξισώνοντας  τους  ομοβάθμιους  όρους  παίρνουμε:

                        
               Τελικά        
                                      y0 = 2.x3 -        

         4iii)  ( Παρατήρηση  1) .
            Αν  το  μηδέν  είναι  διπλή  ρίζα  της  χαρακτηριστικής
            εξίσωσης, τότε  η  Δ.Ε.  είναι  της  μορφής
                        ,  οπότε  με  μία  διπλή
           ολοκλήρωση  βρίσκουμε  την  γενική  λύση  της
           εξίσωσης  αυτής.
             
            οπότε
                        y=
                      
                          =  
                    
                          = 

        

           
         Υπενθύμιση                                                                          8
       Για  την  χαρακτηριστική  εξίσωση   λ2 +α1λ +α0 =0   (1)
       της  Δ.Ε.
                      
       έχουμε
       i) αν   Δ,  τότε η  (1)  έχει  δύο  λύσεις   λ1 και  λ2
              οπότε   γράφεται  
                      λ2 + α1λ + α0  =  (λ – λ1).(λ – λ2)
       ii)  αν   Δ= 0,  τότε  η  (1)  έχει  μία  διπλή  λύση  λ0 
         οπότε  γράφεται
                     λ2 + α1λ + α0 = 
           (    αν  επιπλέον   η διπλή  ρίζα   λ0 = 0, τότε
                    λ2 + α1λ + α0 = λ2    

        Παράδειγμα  4.  
        Να  βρεθεί  η  γενική  λύση  της   Δ.Ε.
                    
         Λύση  
          Εδώ  έχουμε
                   
         και
                   y =  =
                        
                     =. +  

                    =.


      Παρατήρηση  2.                                                              9
     Αν  έχουμε  μία  μη  ομογενή    Δ.Ε.   2ης   τάξης
     που  το  2ο  μέλος της  είναι  σταθερά,  δηλαδή
                  + 
   
          τότε   η   y0 =    είναι  μία  μερική  λύση  της
        εξίσωσης  αυτής,  αφού    
        οπότε  έχουμε
                                0 + 0 +
       δηλαδή   η  εξίσωση   (1)  επαληθεύεται.
   
       Παράδειγμα  5.
       Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
              
                          (1)
      Λύση  
     Σύμφωνα  με αυτά  που  αναφέραμε  παραπάνω,
               η            είναι  μία  μερική  
      λύση  της  εξίσωσης  αυτής.

    
       Λύση  άσκησης (περίπτωση  3)  
     Να  βρεθεί  μία  μερική  λύση  της  Δ.Ε.
                 (1)
      Λύση
      Θεωρώ  τις  δύο  εξισώσεις
                   (2)      και

                 (3)                       10

       Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:
                 Επειδή   Δ = (-1)2- 4.(- 6) = 25,  έχουμε ως
       λύσεις  αυτής    
        Για  την  (2)   έχουμε     r = - 1,  το  οποίο  δεν  είναι
        λύση  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης,  οπότε
                 y1 = α.e-x   
         Έχουμε          = α.e- x.(- x)’= - α.e-x   
            και
                                       οπότε  
           αντικαθιστώντας  στην   (2)   έχουμε
         (α.e- x) – (- α.e- x) – 6.α.e- x = e- x  ή   - 4.α.e- x = e- x
            ή    α = -   .   Άρα    y1 =-    
      Για  την  (3)  έχουμε ότι   r.i = 1.i    δεν  είναι  λύση της
      χαρακτηριστικής  εξίσωσης, οπότε
                  y2 = α.συνx +β.ημx
      Είναι                      και
               
                            = - α.συνx – β.ημx         οπότε
     αντικαθιστώντας  στην  (3)  έχουμε
    (-ασυνx – βημx)– (- αημx + βσυνx)– 6.(ασυνx+βημx)=- 7συνx
     (- α – β – 6α + 7).συνx + (- β +α – 6β).ημx = 0     ή
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     Επομένως
                            y2 =    
     
        Άρα μία μερική λύση  της  (1)  είναι  
                   
                    y0 = y1 + y2 =                   
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