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                         8ο   Μάθημα

         Διαφορικές   Εξισώσεις   Δεύτερης  Τάξης
Μία   Δ.Ε.  δεύτερης  τάξης  είναι  μία  εξίσωση που  εμπλέκει
την  μεταβλητή  x,  την συνάρτηση  y,  την πρώτη  παράγωγό της     και  την  δεύτερη  παράγωγό της     ,  δηλαδή  είναι
της  μορφής
                          F(x, y,  ,  ) = 0

Επειδή  είναι  δύσκολο να επιλυθεί  πάντοτε  μία  τέτοια  εξίσωση, στην συνέχεια  θα   μελετήσουμε  ειδικές 
 μορφές  αυτής.

        Ομογενείς  Δ.Ε.  με σταθερούς  συντελεστές  

Αυτές  είναι  της  μορφής 
                 + an-1. +……+ a1.  + a0.y = 0  

Εμείς  θα  ασχοληθούμε με ομογενείς  Δ.Ε.  δεύτερης  τάξης
που είναι  της  μορφής
                      + α1 . + α0 .y = 0              (1)

Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1),  είναι  η  εξίσωση
                    λ2 + α1 .λ + α0 = 0                    (2)
1η  Περίπτωση.   Η  (2)  έχει  δύο  πραγματικές  ρίζες  λ1 , λ2 
διαφορετικές  μεταξύ τους  (λ1  λ2 ).
Τότε  η  γενική  λύση  της  (1)  είναι :

                  y = c1 .   +  c2 .

Παράδειγμα  1.  
Να  λυθεί  η  Δ.Ε. 
                             +.  - 2y = 0
Λύση  
Η  χαρακτηριστική  εξίσωση της  εξίσωσης  αυτής  είναι:
           λ2 + λ – 2 = 0,  της  οποίας  οι  λύσεις  είναι
            
             λ1,2 =  =      ,  οπότε   λ1 = 1  και   λ2 = - 2

Άρα  η  γενική  λύση  αυτής  της  Δ.Ε.  είναι:
                y = c1. + c2 .

2η  Περίπτωση
Αν  η  (2)  είναι  μία  διπλή  πραγματική  ρίζα    λ0 ,  τότε 
 η  γενική  λύση  είναι:
                       y =  

Παράδειγμα  2.  
Να  λυθεί  η  Δ.Ε.
                                 + 4. + 4y = 0
Λύση   
Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  εξίσωσης  αυτής  είναι:
    λ2 + 4λ + 4 = 0 ,  και  έχει  την  διπλή  λύση   λ0 = - 2 .
Οπότε  η  γενική  λύση  της  εξίσωσής μας  είναι:
              y = .
 3η  Περίπτωση
Αν  η  (2)  έχει  δύο  συζυγείς  μιγαδικές  ρίζες   α + i.β  και 
 α – i.β ,  τότε  η  γενική  λύση  της  (1)  είναι:
                y = .

Παράδειγμα 3.  
Να  λυθεί  η  Δ.Ε.
                     + 2. + 2y = 0  
Λύση  
Η  χαρακτηριστική  της   εξίσωση  είναι:
   λ2 + 2λ + 2 + 0 ,  και  οι  λύσεις  αυτής  είναι

         λ1,2 =  =  =   ,  οπότε  έχουμε
        
        λ1 = - 1 + i       και       λ2 = - 1 – i  ,  δηλαδή  είναι  συζυγείς  μιγαδικοί  αριθμοί
      (όπου  α = - 1,  β = 1). Η  γενική  λύση  της  Δ.Ε.  είναι
                             
                                y = 

         Παράδειγμα  4.  Να  λυθεί  η  Δ.Ε.
                                                  + 6.     (1)
         Λύση  
        Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  (1)  είναι:    λ2 + 6λ + 5 = 0.
        Δ = 36 – 4.1.5 = 16    άρα     λ1,2 =  ,  οπότε   λ1 = - 1    και   λ2 = - 5
        Επομένως  η  γενική  λύση  της  Δ.Ε.   (1)  είναι:
                                       y =    

         Παράδειγμα  5.
         Να  λυθεί  η  Δ.Ε.
                                        – 2.
         Λύση
         Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  Δ.Ε.  (1)   είναι:    λ2 – 2λ – 3 = 0
           Δ = 4- 4.1.(-3) = 4 + 12 = 16
                 άρα      λ1,2 =   , οπότε   λ1 = 3  και   λ2 = - 1
          Η  γενική  λύση  της  (1)  είναι:
                                   y = 

         Παράδειγμα  6.
        Να  λυθεί  η  Δ.Ε.    
                                        – 2. + 4y = 0             (1)
         Λύση
         Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  Δ.Ε.  (1)  είναι:    λ2 – 2λ + 4 = 0
           Δ = 4 - 4.1.4 = 4 – 16 = - 12   0,   οπότε
                      λ1,2  =   =   = 1.i    
         Εδώ  έχουμε  α = 1  και  β =  , άρα η γενική  λύση  της  Δ.Ε.  (1) είναι
                   y = 

       Παράδειγμα  7.  
       Να  λυθεί  η   Δ.Ε.  
                                         +  + y = 0          (1)
        Λύση   
       Η  χαρακτηριστική εξίσωση  της  (1)  είναι:   λ2 + λ +1 = 0
        Δ = 1- 4.1 = - 3 0,    άρα      λ1,2 =  =      ,   οπότε
        λ1 =  + i.       και        λ2 =     
        Επομένως,  η  γενική  λύση  της  Δ.Ε.  (1)   είναι:
                            y =  . 

        Παράδειγμα  8.
        Να  λυθεί  η  Δ.Ε.  
                                          - 6.              (1)
         Λύση
        Η  χαρακτηριστική  εξίσωση  της  Δ.Ε.  (1)  είναι:   λ2 – 6λ + 10 = 0
           Δ = 36 – 4.10 = - 4     επομένως  έχουμε   λ1,2 =  =  =  = 3 
         οπότε  η  γενική  λύση  της  Δ.Ε.  (1)  είναι:
                      
                            y = . 


             

               Μ Ι Γ Α Δ Ι Κ Ο Ι      Α Ρ Ι Θ Μ Ο Ι
   
               Το  σύνολο   C   των  μιγαδικών  αριθμών    
         Ονομάζουμε  μιγαδικό  αριθμό  κάθε αριθμό   z = α + βi  όπου 
          α,β  R   και   i2 = - 1     ή   i =   .   Με  τον  ορισμό  που δόθηκε
         Ορίζεται  ένα  νέο  σύνολο – υπερσύνολο  του  R-  που ονομάζεται
         σύνολο  των  μιγαδικών  αριθμών  και  συμβολίζεται  με   C.
         Δηλαδή  είναι:   C = {z: z = α + βi,    α,β  R,   i2 = - 1}
         Αν   z = α + βi   είναι  ένας  μιγαδικός  αριθμός  τότε  το    α  καλείται
         πραγματικό  μέρος  του  z   και  το   β    φανταστικό  και  συμβολίζονται
         αντίστοιχα  με   Re(z)  και   Im(z)  αντίστοιχα.
         i)  Όταν     α  και  β = 0  είναι  z = α R  και  συνεπώς  κάθε  πραγματικός
         αριθμός  μπορεί  να  θεωρηθεί  σαν  μιγαδικός  με  φανταστικό μέρος  μηδέν.
        ii)  Όταν   α = 0   και   β   είναι   z = βi  (γινόμενο του πραγματικού αριθμού 
          β  επί  τον  i)   ονομάζεται  φανταστικός  αριθμός.  Το  σύνολο  των  φανταστικών
        αριθμών  συμβολίζεται  με  I   και είναι  γνήσιο  υποσύνολο  του  C.

    
     1.  Ισότητα – πράξεις  με  μιγαδικούς  αριθμούς  
  
      i)  Δύο  μιγαδικοί  αριθμοί   z1 = α1 +β1i      και   z2 = α2 + β2i    είναι  ίσοι  αν  και μόνον        
      αν   α1 = α2   και   β1 = β2 .
      Για  παράδειγμα για  να  είναι      (x- 3) + (y + 1)I = 2 + 7i
      πρέπει  να  ισχύει
                           x – 3 = 2     και    y + 1 = 7    ή   x = 5  και  y = 6.

     ii) Ως  άθροισμα  των  μιγαδικών   αριθμών    z1 = α1 + β1i  ,  z2 = α2 +β2i    ορίζεται
      ο  μιγαδικός  αριθμός
                       z1 + z2 = (α1 + α2) + (β1 +β2)i

     iii) Ως  γινόμενο  z1 . z2   των  μιγαδικών  αριθμών    z1 = α1 +β1i    και   z2 = α2 + β2i
      ορίζεται  ο  μιγαδικός  αριθμός  
                 z1 . z2  = (α1α2 – β1β2) + (α1β2 + α2β1)i  

     iv)  z . z-1 = z-1.z = 1,   όπου   z-1 =  =  +     

      v)  z1 : z2 =  = z1 .     είναι  το  πηλίκο  του  z1   διά  του  z2  .
     
     2. Οι  μιγαδικοί  αριθμοί    z = α + βi    και     = α – βi     που  διαφέρουν  κατά
        το σημείο  του  φανταστικού  μέρους   ονομάζονται    συζυγείς.    


              Επίλυση  εξίσωσης  β΄ βαθμού         α.x2 + β.x + γ = 0     (1)

             Η   διακρίνουσα   της   (1)  είναι   Δ = β2 -4αγ
            i)  Αν    Δ   τότε  η  εξίσωση  (1)  έχει  δύο  πραγματικές  και  άνισες  λύσεις
                                        λ1,2 =    ,   α

           ii)   Aν     Δ = 0,  τότε  η εξίσωση  έχει  μία  διπλή  πραγματική  ρίζα
                                         λ0 = - 

           iii)  Aν   Δ    τότε    =  =  . = i. ,  όπου   ,  οπότε
            στην περίπτωση  αυτή η εξίσωση  έχει  δύο συζυγείς  μιγαδικές   λύσεις  τις
                                         λ1,2 =  .


                      




                 Λύσεις  ασκήσεων  6ου  μαθήματος
      
          1)  Να λυθεί  η  Δ.Ε.   y’ = 5x2 + 6x +2    που  διέρχεται  από  το  σημείο  (0,1).
             Λύση  
            Έχουμε  
                                      = 5 + 6x + 2                       ή             dy = (5 + 6x + 2)dx   
                            ή
                                    = dx       ή           y = 5. + 6. + 2x + c
                           ή
                                     y =  . x3 + 3.x2 +2x + c
                         Για    x = 0    και    y = 1     βρίσκουμε       c = 1.
            Οπότε  η  λύση  που  διέρχεται   από  το  σημείο   (0,1)  είναι:   y =  .x3 + 3x2 +2x + 1

             2)  Να  λυθεί  η  Δ.Ε.    = y + 4
               Λύση
             Έχουμε
                            = y + 4       ή       = dx       ή       =      ή         ln= x +c   
             ή
                          =           ή        =      ή       y + 4 = .     

               ή          y =  .

         
             3)     Να   βρεθεί  η  λύση  της   Δ.Ε.        που   διέρχεται   από  το  σημείο  (1,1).
                    Λύση   
                 Έχουμε
                                     = x.y    ή         = x.dx       ή          =       ή       ln =  +c
[bookmark: _GoBack]                     ή      
                                =        ή       = .         ή         y = .    

                Για   x = 1   και   y = 1      βρίσκουμε       1 = .       ή        =     
               οπότε  η  ζητούμενη  λύση  είναι:
                                                                                     y =  . 

           4)     Να   λυθεί  η  Δ.Ε.        =   ,        y  
                  Λύση
               Έχουμε           =         ή         y.dy =           ή                
                          ή   
                                      =  + c         ή          = 2.        ή      y = 



































                                     
                 
          
                  






    



