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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 : ΑΚΑΜΠΤΕΣ ΚΙΝΗΣΕΙΣ ΚΑΙ 

ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 
 

Έκα μεγάιμ θμμμάηη ηεξ θηκεμαηηθήξ ημο νμμπόη έπεη ζπέζε με ηεκ 

εγθαηάζηαζε δηάθμνςκ ζοζηεμάηςκ ζοκηεηαγμέκςκ πμο ακαπανηζημύκ ηηξ 

ζέζεηξ θαη ημοξ πνμζακαημιηζμμύξ ηςκ άθαμπηςκ ακηηθεημέκςκ θαη ημοξ 

μεηαζπεμαηηζμμύξ ακάμεζα ζε αοηά ηα ζοζηήμαηα ζοκηεηαγμέκςκ. 

Νναγμαηηθά, ε γεςμεηνία ημο ηνηζδηάζηαημο πώνμο θαη ηςκ άθαμπηςκ 

θηκήζεςκ παίδεη ζεμακηηθό νόιμ ζε όια ηα ζέμαηα γηα ημ πεηνηζμό ημο νμμπόη. 

Ο αοηό ημ θεθάιαημ ζα μειεηήζμομε ηηξ ιεηημονγίεξ ηεξ πενηζηνμθήξ θαη 

μεηαθίκεζεξ θαη ζα εηζάγμομε ηεκ έκκμηα ηςκ μμμγεκώκ μεηαζπεμαηηζμώκ. Μη 

μμμγεκείξ μεηαζπεμαηηζμμί ζοκδοάδμοκ ηηξ ιεηημονγίεξ ηεξ πενηζηνμθήξ θαη 

μεηαθίκεζεξ ζε έκακ απιό πμιιαπιαζηαζμό πηκάθςκ θαη πνεζημμπμημύκηαη ζημ 

θεθαιαίμ 3 γηα κα πανάγμοκ ηηξ θαιμύμεκεξ εληζώζεηξ εοζείαξ θηκεμαηηθήξ 

ηςκ άθαμπηςκ πεηνηζηώκ. 

 

Ανπίδμομε ελεηάδμκηαξ ηηξ ακαπαναζηάζεηξ ηςκ ζεμείςκ θαη 

δηακοζμάηςκ ζε έκακ εοθιείδεημ πώνμ ελμπιηζμέκμ με πμιιαπιά πιαίζηα 

ζοκηεηαγμέκςκ. Ούμθςκα με αοηό εηζάγμομε ηεκ έκκμηα ημο πίκαθα 

πενηζηνμθήξ γηα κα ακαπαναζηήζμομε ημοξ ζπεηηθμύξ πνμζακαημιηζμμύξ 

ακάμεζα ζηα πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ. Οοκδοάδμκηαξ ηα παναπάκς 

δεμημονγμύμε ημοξ πίκαθεξ μμμγεκώκ μεηαζπεμαηηζμώκ μη μπμίμη μπμνμύκ κα 

πνεζημμπμηεζμύκ ηαοηόπνμκα γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ηεξ ζέζεξ θαη 

πνμζακαημιηζμμύ ημο εκόξ πιαηζίμο ζοκηεηαγμέκςκ ζε ζπέζε με έκα άιιμ. 

Γπηπιέμκ μη πίκαθεξ μμμγεκώκ μεηαζπεμαηηζμώκ μπμνμύκ κα 

πνεζημμπμηεζμύκ γηα ημ μεηαζπεμαηηζμό ζοκηεηαγμέκςκ. Πέημημη 

μεηαζπεμαηηζμμί μαξ επηηνέπμοκ κα ακαπανηζημύμε πμηθηιία πμζμηήηςκ ζε 

δηάθμνα πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ θάηη ημ μπμίμ ακαιύεηαη δηελμδηθά ζηηξ 

εκόηεηεξ αοημύ ημο θεθαιαίμο.  

 

 

2.1 ΑΚΑΝΑΞΖΟΠΩΚΠΑΟ ΠΖΟ ΘΓΟΓΖΟ  
 

Ννηκ ηεκ ακάπηολε ηςκ ζπεμάηςκ ακαπανάζηαζεξ γηα ζεμεία θαη 

δηακύζμαηα είκαη ζςζηό κα γίκεη δηάθνηζε ακάμεζα ζε δομ ζεμειηώδεηξ 

πνμζεγγίζεηξ γηα γεςμεηνηθμύξ ιμγμύξ : Ε ζοκδεηηθή πνμζέγγηζε θαη ε 

ακαιοηηθή πνμζέγγηζε. Ιε ηεκ πνώηε θαηαιήγμομε ζε γεςμεηνηθέξ μκηόηεηεξ 

(π.π ζεμεία θαη γναμμέξ) εκώ με ηε δεύηενε ακαπανηζημύμε αοηέξ ηηξ 

μκηόηεηεξ πνεζημμπμηώκηαξ ζοκηεηαγμέκεξ ή εληζώζεηξ, θαηαιήγμκηαξ ζημ 

απμηέιεζμα μέζς αιγεβνηθώκ πεηνηζμώκ. 
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Οημ ζπήμα 2.1 βιέπμομε δομ πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ πμο δηαθένμοκ 

ζημκ πνμζακαημιηζμό θαηά γςκηά 45μ. ΢νεζημμπμηώκηαξ ηε ζοκζεηηθή 

πνμζέγγηζε πςνίξ ηε πνήζε ζοκηεηαγμέκςκ γηα ζεμεία ή δηακύζμαηα μπμνεί 

θάπμημξ κα πεη όηη μ xμ είκαη θάζεημξ ζημ yμ ε όηη ημ u1 x u2  θαζμνίδεη έκα 

δηάκοζμα ημ μπμίμ είκαη θάζεημ ζημ επίπεδμ πμο πενηέπεη ηα u1 θαη u2, πμο 

ζηεκ πενίπηςζή μαξ έπεη θμνά πνμξ εμάξ όπςξ θμηηάμε ηε ζειίδα. 

 

 
 

Οπήμα 2.1  Δομ πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ , έκα  ζεμείμ p  θαη δομ δηακύζμαηα u1 θαη u1 

 

Οηε νμμπμηηθή, ηοπηθά πνεζημμπμημύμε ακαιοηηθή αηηημιόγεζε από ηε 

ζηηγμή πμο μη νμμπμηηθέξ ενγαζίεξ ζοπκά πνμζδημνίδμκηαη με ηε πνήζε 

θανηεζηακώκ ζοκηεηαγμέκςκ. Φοζηθά γηα ηεκ ημπμζέηεζε ζοκηεηαγμέκςκ 

είκαη απαναίηεημ κα θαζμνίζμομε έκα πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ. Βιέπμκηαξ ημ 

ζπήμα 2.1 μπμνμύμε κα θαζμνίζμομε ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ημο  ζεμείμ p ζε 

ζπέζε είηε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 ε ημ πιαίζημ o1 x1 y1.  Οηεκ πνμεγμύμεκε 

πενίπηςζε, μπμνμύμε κα ημπμζεηήζμομε ζημ p ημ δηάκοζμα ζοκηεηαγμέκςκ 

(5,6)T, εκώ ζηεκ άιιε πενίπηςζε (-2.8, 4.2)T. Γηα κα είκαη ημ πιαίζημ 

ακαθμνάξ ηειείςξ λεθάζανμ οημζεημύμε ημκ παναθάης ζομβμιηζμό 
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Γεςμεηνηθά, έκα ζεμείμ ακηηζημηπεί ζε μηα ζογθεθνημέκε ζέζε ζημ πώνμ. Γδώ 

έπμομε δειώζεη όηη ημ p είκαη μηα γεςμεηνηθή μκηόηεηα, έκα ζεμείμ ζημ πώνμ, 

εκώ ημ pμ θαη p1 είκαη δηακύζμαηα ζοκηεηαγμέκςκ ηα μπμία ακαπανηζημύκ ηε 

ζέζε αοημύ ημο ζεμείμο ζημ πώνμ ζε ζπέζε με ηα πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ    

o0 x0 y0  θαη o1 x1 y1 , ακηίζημηπα. 

  

 Από ηε ζηηγμή πμο ε ανπή εκόξ ζοζηήμαημξ ζοκηεηαγμέκςκ είκαη απιά 

έκα ζεμείμ ζημ πώνμ, μπμνμύμε κα ημπμζεηήζμομε ζοκηεηαγμέκεξ πμο 

ακηηπνμζςπεύμοκ ηε ζέζε θαη ηεκ ανπή εκόξ ζοζηήμαημξ ζοκηεηαγμέκςκ ζε 

ζπέζε με έκα άιιμ. Οημ ζπήμα 2.1 γηα πανάδεηγμα έπμομε  

 

  
 

Έκα ζεμείμ ακηηζημηπεί ζε έκα ζογθεθνημέκμ ζεμείμ ζημ πώνμ, έκα 

δηάκοζμα θαζμνίδεη θαηεύζοκζε θαη μέγεζμξ. Πα δηακύζμαηα γηα πανάδεηγμα 

μπμνμύκ κα πνεζημμπμηεζμύκ γηα ηεκ ακαπανάζηαζε μεηαημπίζεςκ ή 

δοκάμεςκ. Γηα αοηό εκώ ημ ζεμείμ p δεκ είκαη ηζμδύκαμμ με ημ δηάκοζμα u1, ε 

μεηαηόπηζε από ηεκ ανπή 0μ πνμξ ημ ζεμείμ p δίκεηαη από ημ δηάκοζμα u1. Οε 

αοηό ημ θείμεκμ μ όνμξ δηάκοζμα έπεη ηεκ έκκμηα ημο ειεύζενμο δηακύζμαημξ. 

Έηζη λεθαζανίδμομε όηη ζεμεία θαη δηακύζμαηα δεκ είκαη ηζμδύκαμα από ηε 

ζηηγμή πμο ηα ζεμεία ακαθένμκηαη ζε ζογθεθνημέκεξ ζέζεηξ ζημ πώνμ εκώ 

έκα δηάκοζμα μπμνεί κα μεηαθηκεζεί πνμξ μπμηαδήπμηε ζέζε ζημ πώνμ. Ρπό 

αοηήκ ηεκ ζοκζήθε δομ δηακύζμαηα είκαη ίζα ακ έπμοκ ηεκ ίδηα θαηεύζοκζε θαη 

ημ ίδημ μέγεζμξ.  

 

Ιε ηεκ ημπμζέηεζε ηςκ ζοκηεηαγμέκςκ ζε δηακύζμαηα 

πνεζημμπμημύμε ημκ ίδημ ζομβμιηθό μεηαζπεμαηηζμό ημκ μπμίμ 

πνεζημμπμηήζαμε θαη με ηεκ ημπμζέηεζε ζοκηεηαγμέκςκ ζηα ζεμεία. Έηζη ημ 

u1 θαη u2 είκαη γεςμεηνηθέξ μκηόηεηεξ πμο δε μεηαβάιιμκηαη ζε ζπέζε με ηεκ 

επηιμγή ημο ζοζηήμαημξ ζοκηεηαγμέκςκ αιιά ε ακαπανάζηαζε με 

ζοκηεηαγμέκεξ αοηώκ ηςκ δηακοζμάηςκ ελανηάηαη άμεζα από ηεκ επηιμγή ημο 

πιαηζίμο ζοκηεηαγμέκςκ ςξ πιαίζημ ακαθμνάξ. Οημ πανάδεηγμα ημο ζπήμαημξ 

2.1 ιαμβάκμομε : 
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Ιε ηε πνήζε αοημύ ημο μεηαζπεμαηηζμμύ ε έθθναζε ηεξ μμνθήξ  

 
ζημ ζπήμα 2.1, δεκ θαζμνίδεηαη από ηεκ ζηηγμή πμο ηα πιαίζηα o0 x0 y0 θαη  

o1 x1 y1 δεκ είκαη πανάιιεια. Έηζη είκαη θακενή ε ακάγθε όπη μόκμ γηα έκα 

ακηηπνμζςπεοηηθό ζύζηεμα ημ μπμίμ επηηνέπεη ζηα ζεμεία κα εθθνάδμκηαη ζε 

ζπέζε με δηάθμνα ζοζηήμαηα ζοκηεηαγμέκςκ αιιά  θαη γηα έκα μεπακηζμό μ 

μπμίμξ μαξ επηηνέπεη κα μεηαζπεμαηίζμομε ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ηςκ ζεμείςκ 

πμο εθθνάδμκηαη ζε έκα ζύζηεμα ζοκηεηαγμέκςκ ζηηξ θαηάιιειεξ 

ζοκηεηαγμέκεξ ζε ζπέζε με έκα άιιμ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ. Πέημημη 

μεηαζπεμαηηζμμί ζοκηεηαγμέκςκ θαη μη πανάγςγμί ημοξ ακαιύμκηαη ζημ 

οπόιμηπμ μένμξ ημο θεθαιαίμο. 

 

  

2.2 ΑΚΑΝΑΞΖΟΠΩΚΠΑΟ ΠΖΟ ΝΓΞΖΟΠΞΜΦΓΟ 
  

Γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ηεξ ζπεηηθήξ ζέζεξ θαη πνμζακαημιηζμμύ εκόξ 

άθαμπημο ζώμαημξ ζε ζπέζε με έκα άιιμ, ημπμζεημύμε πιαίζηα 

ζοκηεηαγμέκςκ ζημ θάζε ζώμα θαη έπεηηα θαζμνίδμομε ηηξ γεςμεηνηθέξ 

ζπέζεηξ ακάμεζα ζηα πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ. Οηεκ εκόηεηα 2.1 είδαμε πςξ 

γίκεηαη ε ακαπανάζηαζε ηεξ ζέζεξ ηεξ ανπήξ ηςκ αλόκςκ εκόξ πιαηζίμο ζε 

ζπέζε με έκα άιιμ πιαίζημ .  

 

Ο αοηή ηεκ εκόηεηα ημ πνόβιεμα θαηεοζύκεηαη πνμξ ηεκ πενηγναθή 

ημο πνμζακαημιηζμμύ ημο εκόξ πιαηζίμο ζοκηεηαγμέκςκ ζε ζπέζε με έκα άιιμ 

πιαίζημ. Ανπίδμομε με ηεκ πενίπηςζε ηςκ πενηζηνμθώκ ζημ επίπεδμ θαη 

θαηόπηκ με γεκίθεοζε ηςκ απμηειεζμάηςκ, ζηεκ πενίπηςζε ηςκ 

πνμζακαημιηζμώκ ζημκ ηνηζδηάζηαημ πώνμ. 

 

Ιεηαζπεμαηηζμόξ Οοκηεηαγμέκςκ 

Γηα ηεκ πναγμαημπμίεζε αιγεβνηθώκ πεηνηζμώκ με ηε πνήζε 

ζοκηεηαγμέκςκ είκαη ζεμακηηθό όηη όια ηα δηακύζμαηα ζοκηεηαγμέκςκ 

θαζμνίδμκηαη ζε ζπέζε με ημ ίδημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ. Οηεκ πενίπηςζε 

ειεοζένςκ δηακοζμάηςκ είκαη ανθεηό ημ όηη θαζμνίδμκηαη ζε ζπέζε με 

πανάιιεια πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ ή πιαίζηα ηςκ μπμίςκ μη άλμκεξ 

ζοκηεηαγμέκςκ είκαη ακηίζημηπα πανάιιειμη, από ηε ζηηγμή μμο μόκμ ημ 

μέγεζμξ θαη ε θαηεύζοκζή ημοξ θαζμνίδμκηαη θαη όπη μη απόιοηεξ ζέζεηξ 

ημοξ ζημ πώνμ. 
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2.2.1 Νενηζηνμθή ζημ επίπεδμ 
 

 Πμ ζπήμα 2.2 δείπκεη δομ πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ , όπμο ημ πιαίζημ     

o1 x1 y1 ιαμβάκεηαη από ηεκ πενηζηνμθή ημο πιαηζίμο o0 x0 y0 θαηά γςκία ζ. 

Ίζςξ μ πημ πνμθακήξ ηνόπμξ γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ημο ζπεηηθμύ 

πνμζακαημιηζμμύ αοηώκ ηςκ δομ πιαηζίςκ είκαη απιώξ με ημκ θαζμνηζμό ηεξ 

γςκηάξ πενηζηνμθήξ ζ. Ρπάνπμοκ δομ άμεζα μεημκεθηήμαηα ζε μηα ηέημηα 

ακαπανάζηαζε. Ννώημκ, οπάνπεη μηα ζοκέπεηα ζηε πανημγνάθεζε από ημκ 

ζπεηηθό πνμζακαημιηζμό πνμξ ηεκ ηημή ηεξ ζ θμκηά ζηεκ ζ = 0. Γηδηθά γηα     

ζ = 2π – ε , μηθνέξ αιιαγέξ ζημκ πνμζακαημιηζμό μπμνμύκ κα δώζμοκ μεγάιεξ 

αιιαγέξ ζηεκ ηημή ηεξ ζ (π.π μηα πενηζηνμθή θαηά ε πνμθαιεί ηεκ ζ κα 

“ηοιηπηεί” γύνς από ημ μεδέκ). Δεύηενμκ, ε επηιμγή αοηήξ ηεξ 

ακαπανάζηαζεξ δεκ εθανμόδεηαη ζςζηά γηα ηεκ πενίπηςζε ημο ηνηζδηάζηαημο 

πώνμο .  

 

 
 

Οπήμα 2.2  Πμ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ  o1 x1 y1  είκαη πνμζακαημιηζμέκμ θαηά γςκία 

ζ ζε ζπέζε με ημ ζύζηεμα o0 x0 y0 . 

 
 Έκαξ ιηγόηενμ πνμθακήξ ηνόπμξ γηα ημκ θαζμνηζμό ημο 

πνμζακαημιηζμμύ είκαη κα πνμζδημνίζμομε ηα δηακύζμαηα ζοκηεηαγμέκςκ γηα 

ημοξ άλμκεξ ημο πιαηζίμο  o1 x1 y1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ     

o0 x0 y0  
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είκαη μη ζοκηεηαγμέκεξ ζημ πιαίζημ o0 x0 y0 ηςκ μμκαδηαίςκ δηακοζμάηςκ x1 

θαη y1 ακηίζημηπα. Μ πίκαθαξ ζε αοηήκ ηε μμνθή θαιείηαη πίκαθαξ 

πενηζηνμθήξ. Μη πίκαθεξ πενηζηνμθήξ έπμοκ θάπμηεξ ζογθεθνημέκεξ 

ηδηόηεηεξ ηηξ μπμίεξ ζα δμύμε παναθάης. 

 

Οηεκ πενίπηςζε ηςκ δομ δηαζηάζεςκ είκαη εύθμιμ κα οπμιμγίζμομε 

ηηξ εηζόδμοξ ημο πίκαθα. Όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 2.2 

 

 
ημ μπμίμ δίκεη 

 
 

΢νεζημμπμημύμε ημ ζομβμιηθό μεηαζπεμαηηζμό έηζη ώζηε μ εθζέηεξ κα 

δειώκεη ημ πιαίζημ ακαθμνάξ. Έηζη μ R1
0 είκαη έκαξ πίκαθαξ ημο μπμίμο ηα 

δηακύζμαηα ζηήιεξ είκαη μη ζοκηεηαγμέκεξ (ηςκ μμκαδηαίςκ δηακοζμάηςκ θαηά 

μήθμξ) ηςκ αλόκςκ ημο πιαηζίμο o1 x1 y1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0. 

 

Ιηα εκαιιαθηηθή πνμζέγγηζε, πμο ηαηνηάδεη θαιύηενα γηα ηεκ 

ηνηζδηάζηαηε πενίπηςζε, είκαη ε δεμημονγία ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ 

πνμβάιιμκηαξ ημοξ άλμκεξ ημο πιαηζίμο o1 x1 y1 πάκς ζημοξ άλμκεξ 

ζοκηεηαγμέκςκ ημο πιαηζίμο o0 x0 y0. Ρπεκζομίδμκηαξ όηη ημ εζςηενηθό 

γηκόμεκμ δομ μμκαδηαίςκ δηακοζμάηςκ είκαη ζεμείμ θαη δίκεη ηεκ πνμβμιή ημο 

εκόξ πάκς ζημ άιιμ, ιαμβάκμομε 

 

 
 

ηα μπμία ζοκδοαδόμεκα δίκμοκ ημκ πίκαθα πενηζηνμθήξ 

 

 
  

Έηζη, μη ζηήιεξ ημο R1
0 θαζμνίδμοκ ηα ζοκεμίημκα θαηεύζοκζεξ ηςκ 

αλόκςκ ζοκηεηαγμέκςκ ημο o1 x1 y1 ζε ζπέζε με ημοξ άλμκεξ ζοκηεηαγμέκςκ 

ημο o0 x0 y0. Γηα πανάδεηγμα ε πνώηε ζηήιε (x1∙x0 , x1∙y0)
Π ημο R1

0 θαζμνίδεη 

ηεκ θαηεύζοκζε ημο x1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0. Οημ ζπήμα 2.2 

(2.1) 
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βιέπμομε όηη αοηή ε μέζμδμξ θαζμνηζμμύ ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ με 

πνμβμιή, δίκεη ημ ίδημ απμηέιεζμα όπςξ βγαίκεη θαη από ηεκ ελίζςζε 2.1. Ακ 

ζέιμομε εκημύημηξ κα πενηγνάρμομε ημκ πνμζακαημιηζμό ημο πιαηζίμο o0 x0 

y0 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 (δειαδή, κα πνεζημμπμηήζμομε ημ πιαίζημ 

o1 x1 y1 ςξ πιαίζημ ακαθμνάξ), μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ μπμνεί κα πάνεη ηε 

μμνθή 

 
Από ηε ζηηγμή πμο ημ εζςηενηθό γηκόμεκμ είκαη μεηαβαηηθό (xi ∙ yj  = yj ∙ xi) 

βιέπμομε όηη  

 
Ιε ηε γεςμεηνηθή έκκμηα, μ πνμζακαημιηζμόξ ημο πιαηζίμο o0 x0 y0 

ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1  είκαη ημ ακηίζηνμθμ ημο πνμζακαημιηζμμύ 

ημο πιαηζίμο o1 x1 y1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0. Αιγεβνηθά, 

γκςνίδμκηαξ όηη μη άλμκεξ ζοκηεηαγμέκςκ είκαη αμμηβαία μνζμγώκημη, εύθμια 

θαίκεηαη όηη 

 
 

Πα δηακύζμαηα ζηήιεξ ημο R1
0 είκαη μμκαδηαίμο μήθμοξ θαη αμμηβαία 

μνζμγώκηα (πνόβιεμα 2-4). Έκαξ ηέημημξ πίκαθαξ θαιείηαη μνζμγώκημξ. 

Ιπμνεί κα δεηπζεί όηη detR1
0 = ±1 (πνόβιεμα 2-5). Ακ πενημνηζημύμε ζημ 

δεληόζηνμθμ ζύζηεμα ζοκηεηαγμέκςκ ηόηε είκαη detR1
0 = +1 (πνόβιεμα 2-5). 

Γίκαη ζοκεζηζμέκμ κα ακαθενόμαζηε ζημ ζύκμιμ αοηώκ ηςκ n x n πηκάθςκ με 

ημ ζύμβμιμ SO(n), ημ μπμίμ δειώκεη ηεκ εηδηθή μμάδα μνζμγςκίςκ πηκάθςκ 

ηάλεςξ n. Μη ηδηόηεηεξ αοηώκ ηςκ πηκάθςκ ζοκμρίδμκηαη ζημκ πίκαθα 2.2.1 

 
Νίκαθαξ 2.2.1 : Ζδηόηεηεξ ηεξ μμάδαξ πηκάθςκ SO(n) 
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Γηα ηεκ θαιύηενε θαηακόεζε ηεξ έκκμηαξ ημο ακηηζηνόθμο ημο πίκαθα 

πενηζηνμθήξ, ημκίδμομε όηη ζηε δοζδηάζηαηε πενίπηςζε, μ ακηίζηνμθμξ ημο 

πίκαθα πενηζηνμθήξ ακηηζημηπεί ζε πενηζηνμθή θαηά γςκία ζ θαη μπμνεί 

εύθμια κα οπμιμγηζηεί, δεμημονγώκηαξ ημκ πίκαθα γηα μηα πενηζηνμθή θαηά 

γςκία – ζ : 

 

 

 
 

 

2.2.2 Νενηζηνμθέξ ζε ηνεηξ δηαζηάζεηξ 
 

Ε ηεπκηθή πνμβμιήξ πμο πενηγνάθεθε παναπάκς είκαη θαηάιιειε γηα ηεκ 

ηνηζδηάζηαηε πενίπηςζε. Οηηξ ηνεηξ δηαζηάζεηξ, θάζε άλμκαξ ημο πιαηζίμο   

o1 x1 y1 z1  πνμβάιιεηαη πάκς ζημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ o0 x0 y0 z0 . Μ 

πίκαθαξ πενηζηνμθήξ πμο πνμθύπηεη δίκεηαη από 

 

 
 

Όπςξ ζηεκ πενίπηςζε ηςκ πηκάθςκ πενηζηνμθήξ γηα ηηξ δομ 

δηαζηάζεηξ, μη πίκαθεξ ζε αοηήκ ηε μμνθή είκαη μνζμγώκημη, με μνίδμοζα ίζε 

με μεδέκ. Οε αοηή  ηεκ πενίπηςζε, μη 3 x 3 πίκαθεξ πενηζηνμθήξ ακήθμοκ 

ζηεκ μμάδα SO(3). Μη ηδηόηεηεξ πμο ακαθένμκηαη ζημκ πίκαθα 2.2.1 επίζεξ 

ηζπύμοκ γηα ημοξ πίκαθεξ πενηζηνμθήξ ζημ SO(3). 

 

Νανάδεηγμα 2.1 

Έζης όηη ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 πενηζηνέθεηαη με γςκία ζ γύνς από 

ημκ άλμκα z0 θαη επηζομμύμε κα βνμύμε ημκ πίκαθα μεηαζπεμαηηζμμύ R1
0 πμο 

πνμθύπηεη. Ε ζεηηθή θμνά ηεξ γςκίαξ ζ μνίδεηαη ζύμθςκα με ημκ θακόκα ημο 

δελημύ πενημύ, δειαδή είκαη ε ζεηηθή πενηζηνμθή θαηά ζ γύνς από ημκ άλμκα 

z ημο δεληόζηνμθμο θμπιία (θαζώξ βηδώκεη) θαηά μήθμξ ηεξ ζεηηθήξ θμνάξ 

ημο άλμκα z. Από ημ ζπήμα 2.3 έπμομε 
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θαη 

 
εκώ όια ηα άιια βαζμςηά γηκόμεκα είκαη μεδέκ. Έηζη μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ 

R1
0  έπεη μηα ζογθεθνημέκε απιή μμνθή γηα αοηήκ ηεκ πενίπηςζε, πμο είκαη 

 

 
 

 

 
 

Οπήμα 2.3  Νενηζηνμθή γύνς από ημκ z0 θαηά γςκία ζ 

 

 

Μη βαζηθμί πίκαθεξ πενηζηνμθήξ 

Μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ πμο δίκεηαη ζηεκ ελίζςζε (2.2) θαιείηαη βαζηθόξ 

πίκαθαξ πενηζηνμθήξ (γύνς από ημκ άλμκα z). Οε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε είκαη 

θαιύηενμ κα γίκεη πνήζε ημο ζομβμιηζμμύ Rz,ζ ακηί ημο R1
0  γηα ημκ πίκαθα. 

Γίκαη εύθμιμ κα επαιεζεοζεί όηη μ βαζηθόξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ Rz,ζ έπεη ηηξ 

ελήξ ηδηόηεηεξ 

 
 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 
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μη μπμίεξ μαδί δίδμοκ 

 
 

Μμμίςξ μη βαζηθμί πίκαθεξ πενηζηνμθήξ πμο ακαπανηζημύκ 

πενηζηνμθέξ γύνς από ημοξ άλμκεξ x θαη y, δίδμκηαη ςξ (πνόβιεμα 2-8) 

 

 
 

πμο ηθακμπμημύκ ακάιμγα ηηξ ηδηόηεηεξ ηςκ εληζώζεςκ (2.3), (2.4) θαη (2.5). 

 

 

Νανάδεηγμα 2.2 

Έζης όηη έπμομε ηα πιαίζηα o0 x0 y0 z0 θαη o1 x1 y1 z1 όπςξ θαίκεηαη 

ζημ ζπήμα 2.4. Ννμβάιιμκηαξ ηα μμκαδηαία δηακύζμαηα x1, y1, z1 πάκς ζηα x0, 

y0, z0 ιαμβάκμομε ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ηςκ x1, y1, z1 ζημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0. 

Βιέπμομε όηη μη ζοκηεηαγμέκεξ ηςκ x1, y1, z1 ακηίζημηπα είκαη  

 

γηα x1 είκαη 

 

 

γηα y1 είκαη 

 

 

γηα z1 είκαη      

 

Μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R1
0  πμο θαζμνίδεη ημκ πνμζακαημιηζμό ημο o1 x1 y1 

z1 ζε ζπέζε με ημ o0 x0 y0 z0 έπεη ηηξ παναπάκς ζοκηεηαγμέκεξ ςξ 

δηακύζμαηα ζηήιεξ θαη είκαη 

 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 
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Οπήμα 2.4  Ηαζμνηζμόξ ημο ζπεηηθμύ πνμζακαημιηζμμύ ηςκ δομ πιαηζίςκ 

 

 

2.3 ΝΓΞΖΟΠΞΜΦΖΗΜΖ ΙΓΠΑΟ΢ΕΙΑΠΖΟΙΜΖ 
 

Πμ ζπήμα 2.5 δείπκεη έκα άθαμπημ ακηηθείμεκμ S ζημ μπμίμ είκαη 

ημπμζεηεμέκμ ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1.  

 

(2.8) 
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Οπήμα 2.5 Ούζηεμα ζοκηεηαγμέκςκ ημπμζεηεμέκμ ζε έκα άθαμπημ ζώμα  

 

Ιε δεδμμέκεξ ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ p1 ημο ζεμείμο p (μη ζοκηεηαγμέκεξ δίδμκηαη 

ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1), ζέιμομε κα θαζμνίζμομε ηηξ 

ζοκηεηαγμέκεξ ημο p ζε ζπέζε με ημ αμεηαθίκεημ  πιαίζημ o0 x0 y0 z0, Μη 

ζοκηεηαγμέκεξ p1 = (u,v,w)Π ηθακμπμημύκ ηεκ ελίζςζε 

 

 
Ιε πανόμμημ ηνόπμ, μπμνμύμε κα ιάβμομε μηα ακηίζημηπε έθθναζε γηα ηηξ 

ζοκηεηαγμέκεξ p0 πνμβάιιμκηαξ ημ ζεμείμ p πάκς ζημοξ άλμκεξ 

ζοκηεηαγμέκςκ ημο πιαηζίμο o0 x0 y0 z0, ιαμβάκμκηαξ 

 

 
 

Οοκδοάδμκηαξ ηηξ παναπάκς δομ εληζώζεηξ έπμομε 
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Μ πίκαθαξ ζηεκ ηειεοηαία ελίζςζε είκαη μ R1
0 θαη μδεγεί ζηε ζπέζε 

 

 
 

Γηα αοηό, μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R1
0 μπμνεί κα πνεζημμπμηεζεί όπη 

μόκμ γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ημο πνμζακαημιηζμμύ ημο πιαηζίμο 

ζοκηεηαγμέκςκ o1 x1 y1 z1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0, αιιά θαη γηα 

ημ μεηαζπεμαηηζμό ηςκ ζοκηεηαγμέκςκ εκόξ ζεμείμο από ημ έκα πιαίζημ ζημ 

άιιμ. Ακ έκα δεδμμέκμ ζεμείμ εθθνάδεηαη ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 

με ζοκηεηαγμέκεξ p1, ηόηε ημ R1
0p1 ακαπανηζηά ημ ίδημ ζεμείμ πμο εθθνάδεηαη 

ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0. 

 

Γπίζεξ μη πίκαθεξ πενηζηνμθήξ μπμνμύκ κα πνεζημμπμηεζμύκ γηα ηεκ 

ακαπανάζηαζε άθαμπηςκ θηκήζεςκ πμο ακηηζημηπμύκ ζε θαζανή πενηζηνμθή. 

Οημ ζπήμα 2.6 βιέπμομε έκα μνζμγώκημ ακηηθείμεκμ, ημο μπμίμο μηα θμνοθή 

είκαη ζημ ζεμείμ pα ζημ πώνμ. Οημ ζπήμα 2.6 (b) βιέπμομε ημ ίδημ ακηηθείμεκμ 

αθμύ έπεη πενηζηναθεί γύνς από ημκ z0 θαηά π. Ε ηδία θμνοθή ημο 

ακηηθεημέκμο ηώνα είκαη ζημ ζεμείμ pb ζημ πώνμ. Γίκαη δοκαηόκ κα παναπζμύκ 

μη ζοκηεηαγμέκεξ γηα ημ pb, ακ είκαη δεδμμέκεξ μη ζοκηεηαγμέκεξ γηα ημ pα θαη 

μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ πμο ακηηζημηπεί ζε πενηζηνμθή γύνς από ημκ z0. 

Έζης όηη έκα πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ είκαη άθαμπηα ημπμζεηεμέκμ ζημ 

ακηηθείμεκμ ζημ ζπήμα 2.6 (a), ηέημημ ώζηε κα ζομπίπηεη με ημ πιαίζημ o0 x0 

y0 z0.  

 

(2.9) 
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Οπήμα 2.6 Πμ ακηηθείμεκμ δεληά (b) ιαμβάκεηαη από ηεκ πενηζηνμθή ημο 

ακηηθεημέκμο ανηζηενά (a) θαηά γςκία π γύνς από ημκ άλμκα z0 

 

Ιεηά ηεκ πενηζηνμθή θαηά π, ημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ ημο ακηηθεημέκμο, ημ 

μπμίμ είκαη άθαμπηα ημπμζεηεμέκμ πάκς ημο, επίζεξ πενηζηνέθεηαη θαηά π. 

Ακ δειώζμομε αοηό ημ πενηζηναμμέκμ πιαίζημ ςξ o1 x1 y1 z1 ηόηε έπμομε 

 

 
 

Οημ ημπηθό πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ o1 x1 y1 z1, ημ ζεμείμ pb έπεη ηεκ 

ακαπανάζηαζε ζοκηεηαγμέκςκ p b
1. Γηα κα ιάβμομε αοηέξ ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ 

ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0, ανθεί κα εθανμόζμομε ηεκ ελίζςζε 

μεηαζπεμαηηζμμύ ζοκηεηαγμέκςκ (2.9) ε μπμία δίδεη 

 

 
 

Αοηό πμο πνέπεη κα πνμζέλμομε είκαη όηη μη ημπηθέξ ζοκηεηαγμέκεξ p b
1, ηεξ 

θμνοθήξ ημο ακηηθεημέκμο, δεκ αιιάδμοκ θαζώξ ημ ακηηθείμεκμ 

πενηζηνέθεηαη, από ηε ζηηγμή πμο μνίδμκηαη ςξ πνμξ ημ πιαίζημ 

ζοκηεηαγμέκςκ ημο ηδίμο ημο ακηηθεημέκμο. Γηα αοηόκ ημ ιόγς ημ πιαίζημ ημο 

ακηηθεημέκμο είκαη εοζογναμμηζμέκμ με ημ πιαίζημ ακαθμνάξ o0 x0 y0 z0 

(πνηκ πναγμαημπμηεζεί ε πενηζηνμθή), μη ζοκηεηαγμέκεξ είκαη p b
1 = p a

0, από 

ηε ζηηγμή πμο δεκ έπεη πναγμαημπμηεζεί ε πενηζηνμθή, ημ ζεμείμ pa 
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ζομπίπηεη με ηεκ θμνοθή ημο ακηηθεημέκμο. Έηζη μπμνεί κα ακηηθαηαζηήζεη ημ 

pa
0 ζηεκ πνμεγμομέκε ελίζςζε θαη κα ιάβμομε 

 

 
 

Αοηή ε ελίζςζε δείπκεη πςξ μπμνμύμε κα πνεζημμπμηήζμομε ημκ πίκαθα 

πενηζηνμθήξ γηα ηεκ ακαπανάζηαζε μηαξ πενηζηνμθηθήξ θίκεζεξ. Νημ 

ζογθεθνημέκα, ακ ημ ζεμείμ pb ιαμβάκεηαη από ηεκ πενηζηνμθή ημο ζεμείμο pa, 

όπςξ μνίζζεθε με ημκ πίκαθα πενηζηνμθήξ R, ηόηε μη ζοκηεηαγμέκεξ ημο 

ζεμείμο pb ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ ακαθμνάξ είκαη 

 

 
 

Ε ίδηα πνμζέγγηζε μπμνεί κα πνεζημμπμηεζεί γηα ηεκ πενηζηνμθή δηακοζμάηςκ 

ζε ζπέζε με έκα πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ, όπςξ ζηα παναθάης παναδείγμαηα. 

 

 

Νανάδεηγμα 2.3 

Πμ δηάκοζμα u  με ζοκηεηαγμέκεξ u 0 = (0, 1, 1)Π πενηζηνέθεηαη γύνς 

από ημκ y0 θαηά π/2, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 2.7. Πμ δηάκοζμα u1 πμο 

πνμθύπηεη έπεη ζοκηεηαγμέκεξ πμο δίδμκηαη από 

 

  
 

(2.10) 

(2.11) 
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Οπήμα 2.7 Νενηζηνμθή εκόξ δηακύζμαημξ γύνς από ημκ άλμκα y0 

 

Έηζη, όπςξ έπμομε δεη, μηα ηνίηε εθδμπή ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ R 

είκαη έκαξ ηειεζηήξ πμο εκενγεί ζηα ακύζμαηα ζε έκα αμεηαθίκεημ πιαίζημ. 

Ιε άιια ιόγηα, ακηί κα ζοζπεηίζμομε ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ εκόξ αμεηαθίκεημο 

δηακύζμαημξ με δομ δηαθμνεηηθά πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ, ε ελίζςζε (2.10) 

μπμνεί κα ακαπαναζηήζεη ζημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0 ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ εκόξ 

ακύζμαημξ u1 πμο ιαμβάκεηαη από έκα δηάκοζα u θαηά μηα δεδμμέκε 

πενηζηνμθή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.1 Ιεηαζπεμαηηζμμί μμμηόηεηαξ 
 

Έκα πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ μνίδεηαη από έκα ζύκμιμ δηακοζμάηςκ βάζεξ, π.π 

μμκαδηαίςκ δηακοζμάηςκ θαηά μήθμξ ηςκ ηνηώκ αλόκςκ ζοκηεηαγμέκςκ. Αοηό 

ζεμαίκεη όηη έκαξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ, ςξ μεηαζπεμαηηζμόξ ζοκηεηαγμέκςκ, 

μπμνεί κα μνηζζεί θαη ζακ αιιαγή ηεξ βάζεξ από ημ έκα ζύζηεμα ζημ άιιμ. Ε 

Ακαθεθαιαίςζε 

Γίδαμε όηη έκαξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R είηε R Є SO(3) είηε R Є SO(2) 

μπμνεί κα πενηγνάθεη με ηνεηξ λεπςνηζημύξ ηνόπμοξ: 

1. Ακαπανηζηά έκα μεηαζπεμαηηζμό ζοκηεηαγμέκςκ πμο ζοζπεηίδεη ηηξ 

ζοκηεηαγμέκεξ εκόξ ζεμείμο p ζε δομ δηαθμνεηηθά πιαίζηα. 

2. Δίδεη ημκ πνμζακαημιηζμό εκόξ μεηαζπεμαηηζμέκμο πιαηζίμο 

ζοκηεηαγμέκςκ ζε ζπέζε με έκα αμεηαθίκεημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ. 

3. Γίκαη έκαξ ηειεζηήξ πμο παίνκεη έκα δηάκοζα θαη ημ πενηζηνέθεη ζε έκα 

κέμ δηάκοζα ζημ ίδημ ζύζηεμα ζοκηεηαγμέκςκ. 
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ακαπανάζηαζε πίκαθα εκόξ γεκηθμύ γναμμηθμύ μεηαζπεμαηηζμμύ 

μεηαζπεμαηίδεηαη από ημ έκα πιαίζημ ζημ άιιμ με ηε πνήζε ημο θαιμύμεκμο 

μεηαζπεμαηηζμμύ μμμηόηεηαξ. Γηα πανάδεηγμα, ακ Α είκαη ε ακαπανάζηαζε 

πίκαθα εκόξ δεδμμέκμο γναμμηθμύ μεηαζπεμαηηζμμύ ζημ o0 x0 y0 z0 θαη Β ε 

ακαπανάζηαζε ημο ίδημο γναμμηθμύ μεηαζπεμαηηζμμύ ζημ o1 x1 y1 z1, ηόηε Α 

θαη Β ζπεηίδμκηαη ςξ ελήξ 

 

 
 

όπμο R1
0 είκαη μ μεηαζπεμαηηζμόξ ζοκηεηαγμέκςκ μεηαλύ ηςκ πιαηζίςκ o1 x1 

y1 z1 θαη o0 x0 y0 z0. Νημ ζογθεθνημέκα, ακ μ Α είκαη πενηζηνμθή, ηόηε είκαη 

θαη μ Β. Γηα αοηόκ ημ ιόγς, ε πνήζε ηςκ μεηαζπεμαηηζμώκ μμμηόηεηαξ μαξ 

επηηνέπεη κα εθθνάζμομε ηεκ ίδηα πενηζηνμθή εύθμια  ζε ζπέζε  με 

δηαθμνεηηθά πιαίζηα. 

 

 

Νανάδεηγμα 2.4 

Από εδώ θαη ζημ ελήξ, ζα πνεζημμπμηείηαη μ ζοκημμμγναθηθόξ 

ζομβμιηζμόξ  cζ = cosζ θαη sζ = sinζ γηα ηνηγςκμμεηνηθέξ ζοκανηήζεηξ. Έζης 

όηη ηα πιαίζηα o0 x0 y0 z0 θαη o1 x1 y1 z1 ζπεηίδμκηαη με ηεκ πενηζηνμθή 

 

 
 

όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 2.4. Ακ Α = Rz,ζ ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 

z0, ηόηε ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 έπμομε 

 

 
 

Ιε άιια ιόγηα Β είκαη μηα πενηζηνμθή γύνς από ημκ άλμκα z0 αιιά ζε ζπέζε 

με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1. 

 

 

(2.12) 
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Οπήμα 2.8 Οοζηήμαηα ζοκηεηαγμέκςκ γηα ημ πανάδεηγμα 2.4 

 

 

2.4 ΟΡΚΘΓΟΕ ΠΩΚ ΝΓΞΖΟΠΞΜΦΩΚ 

 

Οε αοηήκ ηεκ εκόηεηα ζα ζοδεηεζεί ε ζύκζεζε ηςκ πενηζηνμθώκ. Γίκαη 

ζεμακηηθό γηα ηα επόμεκα θεθάιαηα, κα γίκεη πιήνςξ θαηακμεηή από ημκ 

ακαγκώζηε αοηή ε εκόηεηα πνμημύ πνμπςνήζεη παναθάης. 

 

 

2.4.1 Νενηζηνμθή ζε ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ 
 

Ρπεκζομίδμομε όηη μ πίκαθαξ R1
0 ζηεκ ελίζςζε (2.9) ακαπανηζηά έκακ 

πενηζηνμθηθό μεηαζπεμαηηζμό ακάμεζα ζηα πιαίζηα o0 x0 y0 z0 θαη o1 x1 y1 

z1. Έζης ηώνα, όηη πνμζζέημομε έκα ηνίημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ o2 x2 y2 

z2 πμο ζπεηίδεηαη με ηα πιαίζηα o0 x0 y0 z0 θαη o1 x1 y1 z1 μέζς 

πενηζηνμθηθώκ μεηαζπεμαηηζμώκ. Έκα δεδμμέκμ ζεμείμ p μπμνεί κα 

ακαπαναζηαζεί με ζοκηεηαγμέκεξ πμο θαζμνίδμκηαη ζε ζπέζε με μπμημδήπμηε 

από ηα ηνία αοηά πιαίζηα: p0, p1 θαη p2. Ε ζπέζε ακάμεζα ζε αοηέξ ηηξ 

ακαπαναζηάζεηξ ημο p είκαη 

 

 
 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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όπμο θάζε Rj

i είκαη έκαξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ. Ακηηθαζηζηώκηαξ ηεκ ελίζςζε 

(2.14) ζηεκ ελίζςζε (2.13) πνμθύπηεη 

 

 
 

Μη R1
0 θαη R2

0 ακαπανηζημύκ πενηζηνμθέξ ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0 

εκώ μ R2
1 ακαπανηζηά μηα πενηζηνμθή ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1. 

Οογθνίκμκηαξ ηηξ εληζώζεηξ (2.15) θαη (2.16) ελάγεηαη άμεζα όηη  

 

 
 

Ε ελίζςζε (2.17) είκαη μ κόμμξ ηεξ ζύκζεζεξ γηα πενηζηνμθηθμύξ 

μεηαζπεμαηηζμμύξ. Δειώκεη όηη, γηα κα μεηαζπεμαηίζμομε ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ 

εκόξ ζεμείμο p από ηεκ ακαπανάζηαζή ημο p2 ζημ πιαίζημ o2 x2 y2 z2 ζηεκ 

ακαπανάζηαζή ημο p0 ζημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0, μπμνμύμε πνώηα κα θάκμομε 

ημ μεηαζπεμαηηζμό ζηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ημο p1 ζημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 με ηε 

πνήζε ημο R2
1 θαη θαηόπηκ ημ μεηαζπεμαηηζμό p1 ζημ p0 με ηε πνήζε ημο R1

0. 

 

 
 
Οπήμα 2.9 Ούκζεζε ηςκ πενηζηνμθώκ γύνς από ημοξ άλμκεξ 

 

Ε ελίζςζε (2.17) μπμνεί κα δηαηοπςζεί θαη ςξ ελήξ. Ρπμζέημομε 

ανπηθά όηη θαη ηα ηνία πιαίζηα ζοκηεηαγμέκςκ ζομπίπημοκ. Ννώηα 

πενηζηνέθμομε ημ πιαίζημ o2 x2 y2 z2 ζε ζπέζε με ημ o0 x0 y0 z0, ζύμθςκα 

με ημ μεηαζπεμαηηζμό R1
0. Έπεηηα με ηα πιαίζηα o1 x1 y1 z1 θαη o2 x2 y2 z2 

κα ζομπίπημοκ, πενηζηνέθμομε ημ o2 x2 y2 z2 ζε ζπέζε με ημ o1 x1 y1 z1, 

ζύμθςκα με ημ μεηαζπεμαηηζμό R2
1. Οε θάζε πενίπηςζε θαιμύμε ημ πιαίζημ 

ζε ζπέζε με ημ μπμίμ ζομβαίκεη ε πενηζηνμθή, ηνέπμκ πιαίζημ. 

 

(2.16) 

(2.17) 
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Νανάδεηγμα 2.5 

Έζης όηη μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R ακαπανηζηά μηα πενηζηνμθή θαηά 

γςκία θ γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα y θαη αθμιμοζεί μηα πενηζηνμθή θαηά 

γςκία ζ γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα z (ζπήμα 2.9). Πόηε μ πίκαθαξ R 

δίδεηαη από 

 
 

Γίκαη ζεμακηηθό κα ζομόμαζηε όηη ε ζεηνά με ηεκ μπμία 

πναγμαημπμηείηαη μηα αιιειμοπία πενηζηνμθώκ θαη άνα ε ζεηνά με ηεκ μπμία 

πμιιαπιαζηάδμκηαξ μεηαλύ ημοξ μη πίκαθεξ πενηζηνμθήξ, είκαη θνίζημε. Μ 

ιόγμξ είκαη όηη μηα πενηζηνμθή, ακηίζεηα με μηα μεηαηόπηζε, δεκ είκαη 

δηακοζμαηηθό μέγεζμξ θαη άνα μη πενηζηνμθηθμί μεηαζπεμαηηζμμί γεκηθά δεκ 

αιιάδμοκ. 

 

 

Νανάδεηγμα 2.6 

Έζης όηη μη παναπάκς πενηζηνμθέξ πναγμαημπμημύκηαη με ακηίζηνμθε 

ζεηνά, δειαδή πνώηα μηα πενηζηνμθή γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα z θαη 

αθμιμοζεί μηα πενηζηνμθή γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα y. Πόηε μ πίκαθαξ 

πενηζηνμθήξ πμο πνμθύπηεη είκαη 

 

 
 

Οογθνίκμκηαξ ηηξ εληζώζεηξ (2.18) θαη (2.19) βιέπμομε όηη R ≠ R’. 

 

 

(2.18) 

(2.19) 
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2.4.2 Νενηζηνμθή ζε ζπέζε με ημ αθίκεημ πιαίζημ 
 

Νμιιέξ θμνέξ είκαη επηζομεηό κα πναγμαημπμηεζεί μηα ζεηνά πενηζηνμθώκ, 

γύνς από έκα αθίκεημ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ, πανά γύνς από δηαδμπηθά 

ηνέπμκηα πιαίζηα. Γηα πανάδεηγμα μπμνεί κα ζέιμομε κα πναγμαημπμηήζμομε 

μηα πενηζηνμθή γύνς από ημκ άλμκα x0 αθμιμοζμύμεκε από μηα πενηζηνμθή 

γύνς από ημκ άλμκα y0 (όπη ημκ y1). Ακαθενόμαζηε ζημ o0 x0 y0 z0 ςξ 

αθίκεημ πιαίζημ. Οε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε μ κόμμξ ηεξ ζύκζεζεξ πμο δίδεηαη 

από ηεκ ελίζςζε (2.17) δεκ ηζπύεη. Απμδοθκείεηαη όηη μ ζςζηόξ κόμμξ ηεξ 

ζύκζεζεξ ζε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε είκαη απιώξ μ πμιιαπιαζηαζμόξ ηςκ 

δηαδμπηθώκ πηκάθςκ πενηζηνμθήξ με ακηίζηνμθε ζεηνά από αοηήκ πμο δίδεηαη 

από ηεκ ελίζςζε (2.17). Οεμεηώκεηαη όηη αοηέξ μη πενηζηνμθέξ δεκ 

πναγμαημπμημύκηαη με ακηίζηνμθε ζεηνά. Ακηηζέηςξ, πναγμαημπμημύκηαη 

γύνς από ημ αθίκεημ πιαίζημ ακηί γύνς από ημ ηνέπμκ πιαίζημ. 

 

Γηα κα δμύμε γηαηί ζομβαίκεη αοηό, οπμζέημομε όηη έπμομε δομ πιαίζηα, 

ημ o0 x0 y0 z0 θαη ημ o1 x1 y1 z1 , ηα μπμία ζπεηίδμκηαη με ημκ πενηζηνμθηθό 

μεηαζπεμαηηζμό R1
0. Ακ R Є SO(3) ακαπανηζηά μηα πενηζηνμθή ζε ζπέζε με 

ημ o0 x0 y0 z0, λένμομε από ηεκ εκόηεηα 2.3.1 όηη ε ακαπανάζηαζε ημο R γηα 

ημ ηνέπμκ πιαίζημ o1 x1 y1 z1 δίδεηαη από (R1
0)-1 R R1

0. Έηζη εθανμόδμκηαξ ημ 

κόμμ ηεξ ζύκζεζεξ γηα πενηζηνμθέξ γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα έπμομε 

 

 
 

Νανάδεηγμα 2.7 

Ακαθενόμεκμη ζημ ζπήμα 2.10, οπμζέημομε όηη μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ 

R ακαπανηζηά μηα πενηζηνμθή θαηά γςκία θ γύνς από ημκ y0 αθμιμοζμύμεκε 

από μηα πενηζηνμθή θαηά γςκία ζ γύνς από ημκ αθίκεημ άλμκα z0. 

 

 
 

Οπήμα 2.10 Ούκζεζε ηςκ πενηζηνμθώκ γύνς από αθίκεημοξ άλμκεξ 

(2.20) 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 57 

 
Ε δεύηενε πενηζηνμθή δίδεηαη από Ry, -θ Rz, ζ Ry, θ , γύνς από ημκ 

αθίκεημ άλμκα, ε μπμία είκαη ε βαζηθή πενηζηνμθή γύνς από ημκ άλμκα z 

εθπεθναζμέκε ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o1 x1 y1 z1, πνεζημμπμηώκηαξ έκα 

μεηαζπεμαηηζμό μμμηόηεηαξ. Έηζη, μ κόμμξ ηεξ ζύκζεζεξ γηα πενηζηνμθηθμύξ 

ζπεμαηηζμμύξ μαξ δίδεη 

 

 
 

Οογθνίκμκηαξ ηηξ εληζώζεηξ (2.21) θαη (2.18) βιέπμομε όηη ιαμβάκμομε ημοξ 

ίδημοξ βαζηθμύξ πίκαθεξ πενηζηνμθήξ, αιιά με ακηίζηνμθε ζεηνά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢νεζημμπμηώκηαξ ημκ παναπάκς θακόκα γηα ηε ζύκζεζε ηςκ 

πενηζηνμθώκ, είκαη εύθμιμ κα θαζμνίζμομε ημ απμηέιεζμα πμιιαπιώκ 

δηαδμπηθώκ πενηζηνμθηθώκ μεηαζπεμαηηζμώκ. 

(2.21) 

Ακαθεθαιαίςζε 

Ιπμνμύμε κα ζοκμρίζμομε ημ κόμμ ηεξ ζύκζεζεξ γηα πενηζηνμθηθμύξ 

μεηαζπεμαηηζμμύξ ζηεκ παναθάης πνόηαζε:  

Ιε δεδμμέκα έκα αθίκεημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0 θαη έκα ηνέπμκ πιαίζημ o1 x1 

y1 z1, πμο κα ζοζπεηίδμκηαη με ημκ πίκαθα πενηζηνμθήξ R1
0, ακ έκα ηνίημ 

πιαίζημ o2 x2 y2 z2 ιαμβάκεηαη με ηεκ πενηζηνμθή R κα πναγμαημπμηείηαη 

ζε ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ, ηόηε πμιιαπιαζηάδμκηαξ R1
0 με R = R2

1, 

ιαμβάκμομε  

                                           R2
0 = R1

0 R2
1                                          (2.22) 

  

Ακ ε δεύηενε πενηζηνμθή ηείκεη κα πναγμαημπμηεζεί ζε ζπέζε με ημ 

αθίκεημ πιαίζημ, ηόηε ε πνήζε ημο ζομβμιηζμμύ R2
1 δεκ είκαη ε θαηάιιειε 

γηα ηεκ ακαπανάζηαζε αοηήξ ηεξ πενηζηνμθήξ. Έηζη, ακ ακαπαναζηήζμομε 

ηεκ πενηζηνμθή με R θαη πμιιαπιαζηάζμομε R1
0 με R ιαμβάκμομε 

 

                                             R2
0 = R R1

0                                          (2.23) 

 

Οε θάζε πενίπηςζε μ R2
0 ακαπανηζηά ημ μεηαζπεμαηηζμό ακάμεζα ζηα 

πιαίζηα o0 x0 y0 z0 θαη o2 x2 y2 z2. Πμ πιαίζημ o2 x2 y2 z2 πμο 

πνμθύπηεη από ηεκ ελίζςζε (2.22) ζα είκαη δηαθμνεηηθό από ημ πιαίζημ 

πμο πνμθύπηεη από ηεκ ελίζςζε (2.23). 
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Νανάδεηγμα 2.8 

Έζης όηη μ R μνίδεηαη από ηεκ παναθάης ζεηνά βαζηθώκ πενηζηνμθώκ: 

 

1.  Νενηζηνμθή θαηά ζ γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα x 
2. Νενηζηνμθή θαηά θ γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα z 

3. Νενηζηνμθή θαηά a γύνς από ημκ αθίκεημ άλμκα z 

4. Νενηζηνμθή θαηά β γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα y 

5. Νενηζηνμθή θαηά δ γύνς από ημκ αθίκεημ άλμκα x 

 

Γηα κα πνμζδημνίζμομε ημ αζνμηζηηθό απμηέιεζμα αοηώκ ηςκ πενηζηνμθώκ, 

απιά ανπίδμομε με ηεκ πνώηε πενηζηνμθή Rx, ζ θαη πμιιαπιαζηάδμομε πνηκ ή 

μεηά ακάιμγα με ηεκ πενίπηςζε, ιαμβάκμκηαξ 

 

 
 

 

2.5 ΝΑΞΑΙΓΠΞΜΝΜΖΕΟΓΖΟ ΠΩΚ ΝΓΞΖΟΠΞΜΦΩΚ 
 

Πα εκκέα ζημηπεηά rij ζε έκα γεκηθό πενηζηνμθηθό μεηαζπεμαηηζμό R δεκ είκαη 

ακελάνηεηεξ πμζόηεηεξ. Ννάγμαηη, έκα άθαμπημ ζώμα θαηέπεη ημ μέγηζημ 

ηνεηξ πενηζηνμθηθμύξ DOF θαη γηα αοηό ανθμύκ ημ μέγηζημ ηνεηξ πμζόηεηεξ 

γηα ημκ θαζμνηζμό ημο πνμζακαημιηζμμύ ημο. Αοηό πνμθύπηεη εύθμια από ηεκ 

ελέηαζε ηςκ πενημνηζμώκ πμο έπμοκ μη πίκαθεξ ζηεκ SO(3):  

 

 
 

Ε ελίζςζε (2.25) πνμθύπηεη από ημ γεγμκόξ όηη μη ζηήιεξ ημο πίκαθα 

πενηζηνμθήξ είκαη μμκαδηαία ακύζμαηα θαη ε ελίζςζε (2.25) πνμθύπηεη από 

ημ γεγμκόξ όηη μη ζηήιεξ ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ είκαη αμμηβαία μνζμγώκηεξ. 

Ιαδί αοημί μη πενημνηζμμί, μνίδμοκ έλη ακελάνηεηεξ εληζώζεηξ με εκκέα 

αγκώζημοξ, πμο ζεμαίκεη όηη οπάνπμοκ ηνεηξ ειεύζενεξ μεηαβιεηέξ. 

 

Οε αοηήκ ηεκ εκόηεηα δείπκμομε ηνεηξ ηνόπμοξ με ημοξ μπμίμοξ μηα 

ηοπαία πενηζηνμθή, μπμνεί κα ακαπαναζηαζεί με ηε πνήζε μόκμ ηνηώκ 

ακελάνηεηςκ πμζμηήηςκ: ε ακαπανάζηαζε με ηηξ γςκίεξ Euler, ε 

ακαπανάζηαζε roll-pitch-yaw θαη ε ακαπανάζηαζε άλμκα/γςκίαξ. 

 

 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 
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2.5.1 Γςκίεξ Euler 

 

Ιηα ζοκεζηζμέκε μέζμδμξ γηα ημκ θαζμνηζμό ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ με ηε 

πνήζε ηνηώκ ακελάνηεηςκ πμζμηήηςκ είκαη ε μέζμδμξ ηςκ γςκηώκ Euler. 

Έζης όηη έπμομε ημ αθίκεημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0 θαη ημ πενηζηνεθόμεκμ 

πιαίζημ o1 x1 y1 z1, όπςξ θαίκεηαη ζημ ζπήμα 2.11. Ιπμνμύμε κα μνίζμομε 

ημκ πνμζακαημιηζμό ημο πιαηζίμο o1 x1 y1 z1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ o0 x0 y0 

z0 με ηε βμήζεηα ηνηώκ γςκηώκ (θ,ζ,ρ), γκςζηέξ ςξ γςκίεξ Euler, πμο 

ιαμβάκεηαη μεηά από ηνεηξ δηαδμπηθέξ πενηζηνμθέξ, ςξ ελήξ: 

 

1. Νενηζηνμθή γύνς από ημκ άλμκα z θαηά γςκία θ 

2. Νενηζηνμθή γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα y θαηά γςκία ζ 

3. Νενηζηνμθή γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα z θαηά γςκία ρ 

 

Οημ ζπήμα 2.11 ημ πιαίζημ oα xα yα zα ακαπανηζηά ημ κέμ πιαίζημ 

ζοκηεηαγμέκςκ μεηά ηεκ πενηζηνμθή θαηά θ, ημ πιαίζημ ob xb yb zb 

ακαπανηζηά ημ κέμ πιαίζημ ζοκηεηαγμέκςκ μεηά ηεκ πενηζηνμθή θαηά ζ θαη ημ 

πιαίζημ o1 x1 y1 z1 ακαπανηζηά ημ ηειηθό πιαίζημ, μεηά ηεκ πενηζηνμθή θαηά 

ρ. Πα πιαίζηα oα xα yα zα θαη ob xb yb zb δείπκμκηαη ζημ ζπήμα μμκό γηα ηεκ 

μπηηθή θαηακόεζε ηςκ πενηζηνμθώκ. 

 

 

 
 
Οπήμα 2.11 Ακαπανάζηαζε με ηηξ γςκίεξ Euler 

 

Ιε όνμοξ ηςκ βαζηθώκ πηκάθςκ πενηζηνμθήξ, μ πενηζηνμθηθόξ 

μεηαζπεμαηηζμόξ R1
0 πμο πνμθύπηεη, μπμνεί κα παναπζεί ςξ ημ γηκόμεκμ 

 

 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 60 

 

 
 

Μ πίκαθαξ RZYZ ζηεκ ελίζςζε (2.27) μκμμάδεηαη ΔΡΔ - μεηαζπεμαηηζμόξ 

γςκίαξ Euler. 

 

Πμ πημ δύζθμιμ πνόβιεμα είκαη ημ αθόιμοζμ: ακ δίκεηαη έκαξ πίκαθαξ           

R Є SO(3) 

 
 

κα πνμζδημνηζηεί έκα ζύκμιμ γςκηώκ Euler θ,ζ θαη ρ ηέημημ ώζηε 

 

 
 

Πμ πνόβιεμα αοηό θαζίζηαηαη πμιύ ζεμακηηθό θαηά ηεκ ακάιοζε ηεξ 

ακηηζηνμθήξ θηκεμαηηθήξ ηςκ πεηνηζηώκ. Γηα κα βνεζεί ιύζε ζε αοηό ημ 

πνόβιεμα ημ πςνίδμομε ζε δομ μένε.  

 

Ννώηα οπμζέημομε όηη θακέκα από ηα r13, r23 δεκ είκαη μεδέκ. Πόηε 

από ηεκ ελίζςζε (2.28), ζομπεναίκμομε αθαηνεηηθά όηη sζ ≠ 0, θαη γηα αοηό 

θακέκα από ηα r13, r23 δεκ είκαη μεδέκ. Ακ θακέκα από ηα r13, r23 δεκ είκαη 

μεδέκ, ηόηε  r33 ≠ ±1 θαη έπμομε 

 

 
άνα 

 
ή 

 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 
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όπμο ε ζοκάνηεζε atan2 είκαη ε ζοκάνηεζε ηόλμο εθαπημμέκεξ δομ 

μνηζμάηςκ, 

 

Ακ επηιέλμομε ηημή γηα ηε ζ όπςξ δίκεηαη από ηεκ ελίζςζε (2.29), 

ηόηε sζ  > 0 θαη  

 
 

Ακ επηιέλμομε ηημή γηα ηε ζ όπςξ δίκεηαη από ηεκ ελίζςζε (2.30), 

ηόηε sζ  < 0 θαη  

 

 
 

Έηζη οπάνπμοκ δομ ιύζεηξ πμο ελανηώκηαη από ημ πμημ ζα είκαη ημ πνόζεμμ 

πμο δίδεηαη ζηε ζ. 

 

Ακ r13 = r23 = 0 ηόηε ημ γεγμκόξ όηη μ R είκαη μνζμγώκημξ ζεμαίκεη πςξ 

r33 = ±1 θαη r31 = r32 = 0. Έηζη μ R είκαη ηεξ μμνθήξ 

 

 
 

Ακ r33 = 1 ηόηε cζ = 0 θαη sζ = 0 θαη άνα ζ = 0. Οε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε ε 

ελίζςζε (2.27) γίκεηαη 

 

 
 

Έηζη ημ άζνμηζμα θ + ρ μπμνεί κα πνμζδημνηζζεί ςξ 

 

 
 

Από ηε ζηηγμή πμο μπμνεί κα πνμζδημνηζζεί μόκμ ημ άζνμηζμα θ + ρ, ζε αοηήκ 

ηεκ πενίπηςζε οπάνπμοκ άπεηνεξ ιύζεηξ. Μπόηε μπμνμύμε κα ζεςνήζμομε 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 
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όηη θ = 0. Ακ r33 = -1 ηόηε cζ = -1 θαη sζ = 0 θαη άνα ζ = π. Οε αοηήκ ηεκ 

πενίπηςζε ε ελίζςζε (2.27) γίκεηαη 

 

 
 

Πόηε ε ιύζε είκαη 

 

 
 

Όπςξ θαη πνηκ οπάνπμοκ άπεηνεξ ιύζεηξ. 

 

 

2.5.2 Γςκίεξ Roll, Pitch, Yaw 

 

Έκαξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R μπμνεί επίζεξ κα πενηγνάθεη ςξ γηκόμεκμ 

δηαδμπηθώκ πενηζηνμθώκ γύνς από ημοξ ανπηθμύξ άλμκεξ ζοκηεηαγμέκςκ x0, 

y0 θαη z0 με ζογθεθνημέκε ζεηνά. Αοηέξ μη πενηζηνμθέξ θαζμνίδμοκ ηηξ γςκίεξ 

roll, pitch θαη yaw (μη μπμίεξ ζομβμιίδμκηαη θαη με θ,ζ,ρ) θαη δείπκμκηαη ζημ 

ζπήμα 2.12.  
 

 
 

Οπήμα 2.12 Γςκίεξ roll, pitch θαη yaw 

 

Ηαζμνίδμομε ηε ζεηνά πενηζηνμθήξ ςξ x – y - z,  πνώηα yaw γύνς από ημκ x0 

μέζς ηεξ γςκίαξ ρ, έπεηηα pitch γύνς από ημκ y0 θαηά γςκία ζ θαη ηέιμξ roll 

(2.37) 

(2.38) 
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γύνς από ημκ z0 θαηά γςκία θ. Από ηε ζηηγμή πμο δηαδμπηθέξ πενηζηνμθέξ 

έπμοκ ζπέζε με ημ αθίκεημ πιαίζημ, μ πίκαθαξ μεηαζπεμαηηζμμύ πμο 

πνμθύπηεη δίδεηαη από 

 

 
 

Φοζηθά ακηί γηα yaw – pitch – roll ζε ζπέζε με ηα αθίκεηα πιαίζηα, μπμνμύμε 

κα εθθνάζμομε ημκ παναπάκς μεηαζπεμαηηζμό με ηε ζεηνά roll – pitch – yaw 

ζε ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ θάζε θμνά. Πμ απμηέιεζμα είκαη ημ ίδημ όπςξ 

θαη ζηεκ ελίζςζε (2.39). 

 

 

2.5.3 Ακαπανάζηαζε Άλμκα/Γςκίαξ 

 

Μη πενηζηνμθέξ δεκ πναγμαημπμημύκηαη πάκηα γύνς από ημοξ ανπηθμύξ 

άλμκεξ πενηζηνμθήξ. Οοπκά μαξ εκδηαθένεη μηα πενηζηνμθή γύνς από έκακ 

ηοπαίμ άλμκα ζημ πώνμ. Αοηό μαξ πανέπεη έκα βμιηθό ηνόπμ γηα κα 

πενηγνάρμομε ηηξ πενηζηνμθέξ θαη ηεκ εκαιιαθηηθή παναμεηνμπμίεζε ηςκ 

πηκάθςκ πενηζηνμθήξ. Έζης k = (kx,ky,kz)
Π, πμο εθθνάδεηαη ζημ πιαίζημ      

o0 x0 y0 z0, όηη είκαη έκα μμκαδηαίμ δηάκοζα πμο θαζμνίδεη έκακ άλμκα. 

Θέιμομε κα πανάγμομε ημκ πίκαθα πενηζηνμθήξ Rk,ζ ακαπανηζηώκηαξ μηα 

πενηζηνμθή θαηά ζ, γύνς από αοηόκ ημκ άλμκα. 

 

 Ρπάνπμοκ δηάθμνμη ηνόπμη με ημοξ μπμίμοξ μ πίκαθαξ Rk,ζ μπμνεί κα 

παναπζεί. Μ πημ απιόξ είκαη ημ γεγμκόξ όηη μ άλμκαξ πμο θαζμνίδεηαη από ημ 

δηάκοζα k είκαη θαηά μήθμξ ημο άλμκα z θαη αθμιμοζεί ημκ πενηζηνμθηθό 

μεηαζπεμαηηζμό R1
0 = Rz,a Ry,β. Έηζη μπμνεί κα οπμιμγηζζεί μηα πενηζηνμθή 

γύνς από ημκ άλμκα k, πνεζημμπμηώκηαξ έκα μεηαζπεμαηηζμό μμμηόηεηαξ, ςξ 

 

 

 

 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 
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Οπήμα 2.13 Νενηζηνμθή γύνς από έκακ ηοπαίμ άλμκα 

 

Από ημ ζπήμα 2.13 βιέπμομε όηη 

 
 

Μη ηειεοηαίεξ δομ εληζώζεηξ αθμιμοζμύκ ημ γεγμκόξ όηη ημ k είκαη έκα 

μμκαδηαίμ δηάκοζμα. Ακηηθαζηζηώκηαξ ηηξ εληζώζεηξ (2.42)-(2.45) ζηεκ 

ελίζςζε (2.41) ιαμβάκμομε μεηά από μαθνμζθειείξ οπμιμγηζμμύξ 

 

 
 

όπμο uζ = versζ = 1-cζ. 

 

Οηεκ πνάλε, θάζε πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R Є SO(3) μπμνεί κα 

ακαπαναζηαζεί με μηα απιή πενηζηνμθή γύνς από έκακ θαηάιιειμ άλμκα ζημ 

πώνμ, θαηά μηα θαηάιιειε γςκία 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 
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όπμο ημ k είκαη έκα μμκαδηαίμ δηάκοζμα πμο θαζμνίδεη ημκ άλμκα πενηζηνμθήξ 

θαη ζ είκαη ε γςκία πενηζηνμθήξ γύνς από ημκ k. Μ πίκαθαξ Rk,ζ πμο δίδεηαη 

ζηεκ ελίζςζε (2.47) θαιείηαη ακαπανάζηαζε άλμκα/γςκίαξ ημο R. Ακ δίδεηαη 

έκαξ ηοπαίμξ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ R με ζημηπεία ri,j, ε ηζμδύκαμε γςκία ζ θαη 

μ ηζμδύκαμμξ άλμκαξ k δίδμκηαη με ηηξ εθθνάζεηξ 

 

 
 

όπμο Tr δειώκεη ημ ίπκμξ ημο R θαη 

 

 
 

Αοηέξ μη εληζώζεηξ μπμνμύκ κα ιεθζμύκ με άμεζμ πεηνηζμό ηςκ εηζόδςκ ημο 

πίκαθα πμο δίκεηαη ζηεκ ελίζςζε (2.46). Ε ακαπανάζηαζε άλμκα/γςκίαξ δεκ 

είκαη μμκαδηθή από ηε ζηηγμή πμο μηα πενηζηνμθή θαηά –ζ γύνς από ημκ –k 

είκαη ε ηδία όπςξ μηα πενηζηνμθή θαηά ζ γύνς από ημκ k, δειαδή 

 

 
Ακ ζ = 0 ηόηε μ R είκαη μ ηαοηόζεμμξ πίκαθαξ θαη μ άλμκαξ πενηζηνμθήξ δεκ 

θαζμνίδεηαη. 

 

Νανάδεηγμα 2.9 

Έζης όηη μ R πανάγεηαη από μηα πενηζηνμθή θαηά 900 γύνς από ημκ z0 

αθμιμοζμύμεκε από μηα πενηζηνμθή θαηά 300 γύνς από ημκ y0 

αθμιμοζμύμεκε από μηα πενηζηνμθή θαηά 600 γύνς από ημκ x0. Πόηε 

 

 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 66 

 
Βιέπμομε όηη Tr(R) = 0 θαη άνα ε ηζμδύκαμε γςκηά δίδεηαη από ηεκ ελίζςζε 

(2.48) ςξ 

 
 

Μ ηζμδύκαμμξ άλμκαξ δίδεηαη από ηεκ ελίζςζε (2.49) ςξ 

 

 
 

Ε παναπάκς ακαπανάζηαζε άλμκα/γςκίαξ παναθηενίδεη μηα δεδμμέκε 

πενηζηνμθή με ηέζζενηξ πμζόηεηεξ, πμο είκαη ηα ηνία ζημηπεία ημο 

ηζμδύκαμμο άλμκα k θαη ε ηζμδύκαμε γςκία ζ. Ωζηόζμ, από ηε ζηηγμή πμο μ 

ηζμδύκαμμξ άλμκαξ k δίδεηαη ςξ έκα μμκαδηαίμ δηάκοζμα, ηόηε μόκμ δομ από 

ηα ζημηπεία ημο είκαη ακελάνηεηα. Πμ ηνίημ οπόθεηηαη ζημκ πενημνηζμό όηη ημ 

k είκαη μμκαδηαίμο μήθμοξ. Γηα αοηό μόκμ ηνεηξ ακελάνηεηεξ πμζόηεηεξ είκαη 

ανθεηέξ γηα αοηήκ ηεκ ακαπανάζηαζε ηεξ πενηζηνμθήξ R.  Ιπμνμύμε κα 

ακαπαναζηήζμομε ημ ηζμδύκαμμ άλμκα/γςκίαξ με έκα δηάκοζμα r ςξ  

 

 
 

Από ηε ζηηγμή πμο ημ k είκαη έκα μμκαδηαίμ δηάκοζα, ηόηε ημ μήθμξ ημο 

δηακύζμαημξ r είκαη ε ηζμδύκαμε γςκία ζ θαη ε θαηεύζοκζε ημο r είκαη μ 

ηζμδύκαμμξ άλμκαξ k. 

 

 

2.6 ΑΗΑΙΝΠΓΟ ΗΖΚΕΟΓΖΟ 

 

Έπμομε δεη πςξ γίκεηαη ε ακαπανάζηαζε γηα ηηξ ζέζεηξ θαη ημοξ 

πνμζακαημιηζμμύξ. Οοκδοάδμκηαξ αοηέξ ηηξ δομ ηδέεξ, ζε αοηήκ ηεκ εκόηεηα, 

ζα γίκεη μ θαζμνηζμόξ ηεξ άθαμπηεξ θίκεζεξ θαη ζηεκ επόμεκε εκόηεηα ζα 

γίκεη ε θαηάιιειε ακαπανάζηαζε πίκαθα γηα άθαμπηεξ θηκήζεηξ, 

πνεζημμπμηώκηαξ ηεκ έκκμηα ημο μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ. 

 

Ιηα άθαμπηε θίκεζε είκαη μηα θαζανή πενηζηνμθή μαδί με μηα θαζανή 

μεηαηόπηζε. Έζης όηη έκα πιαίζημ o1 x1 y1 z1 ιαμβάκεηαη από ημ πιαίζημ      

o0 x0 y0 z0, εθανμόδμκηαξ πνώηα μηα πενηζηνμθή θαηά R1
0, πμο 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 
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αθμιμοζείηαη από μηα μεηαηόπηζε (ζε ζπέζε με ημ o0 x0 y0 z0) θαηά d1
0, 

μπόηε μη ζοκηεηαγμέκεξ p0 δίδμκηαη από  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δε μπμνμύμε απιά κα πνμζζέζμομε ηα δηακύζμαηα p0 θαη p1, επεηδή μνίδμκηαη 

ζε ζπέζε με πιαίζηα με δηαθμνεηηθμύξ πνμζακαημιηζμμύξ, δειαδή με πιαίζηα 

πμο δεκ είκαη πανάιιεια. Ωζηόζμ μπμνμύμε κα πνμζζέζμομε ηα δηακύζμαηα 

p1 θαη R1
0p1, επεηδή μ πίκαθαξ R1

0 πμιιαπιαζηαδόμεκμξ με p1, εθθνάδεη ημ p1 

ζε έκα πιαίζημ πμο είκαη πανάιιειμ πνμξ ημ o0 x0 y0 z0. Δεκ είκαη ζεμακηηθό 

με πμηα ζεηνά ζα πναγμαημπμηεζμύκ ε πενηζηνμθή θαη ε μεηαηόπηζε. 

 

Ακ έπμομε δομ άθαμπηεξ θηκήζεηξ  

 

 
 

θαη 

 
 

ηόηε ε ζύκζεζή ημοξ μνίδεη μηα ηνίηε άθαμπηε θίκεζε, πμο μπμνεί κα 

πενηγναθεί με ηεκ ακηηθαηάζηαζε ηεξ έθθναζεξ γηα p1 από ηεκ ελίζςζε (2.57) 

ζηεκ ελίζςζε (2.56) 

 

 
 

Από ηε ζηηγμή πμο ε ζπέζε μεηαλύ ηςκ p0 θαη p2 είκαη επίζεξ μηα άθαμπηε 

θίκεζε μπμνεί ηζμδύκαμα κα πενηγναθεί ςξ 

 

 

Μνηζμόξ 2.1 Άθαμπηε θίκεζε θαιείηαη έκα δηαηεηαγμέκμ δεύγμξ (d, R) όπμο 

d Є R3 θαη  R Є SO(3). Πμ ζύκμιμ όιςκ ηςκ άθαμπηςκ θηκήζεςκ είκαη 

γκςζηό ςξ Γηδηθό Γοθιείδεημ Ούκμιμ θαη ζομβμιίδεηαη με SΓ(3). Μπόηε 

είκαη SΓ(3) = R3 x SO(3). 

Μ μνηζμόξ ηεξ άθαμπηεξ θίκεζεξ θάπμηεξ θμνέξ δηεονύκεηαη γηα κα 

ζομπενηιάβεη ηηξ ακαθιάζεηξ πμο ακηηζημηπμύκ ζηεκ detR=-1. Οε αοηό ημ 

θείμεκμ πάκηα οπμζέημομε όηη detR=+1, δειαδή R Є SO(3). 

 

 

 

 

 

 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 



ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ 

 

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΙΑΣ 68 

 
Οογθνίκμκηαξ ηηξ εληζώζεηξ (2.58) θαη (2.59) έπμομε 

 

 
 

Ε ελίζςζε (2.60) μαξ δείπκεη όηη μη μεηαζπεμαηηζμμί ηςκ 

πνμζακαημιηζμώκ μπμνμύκ απιά κα πμιιαπιαζηάζμοκ μεηαλύ ημοξ θαη ε 

ελίζςζε (2.61) δείπκεη όηη ημ δηάκοζμα από ηεκ ανπή o0 ζηεκ ανπή o2 έπεη 

ζοκηεηαγμέκεξ πμο δίδμκηαη από ημ άζνμηζμα ηςκ d1
0 (ημ δηάκοζμα από o0 ημ 

ζημ o1 εθθνάδεηαη ζε ζπέζε με ημ o0 x0 y0 z0) θαη R1
0d2

1 (ημ δηάκοζμα από o1 

ημ ζημ o2 εθθνάδεηαη ζημκ πνμζακαημιηζμό ημο ζοζηήμαημξ ζοκηεηαγμέκςκ 

o0 x0 y0 z0). 

 

 

2.7 ΜΙΜΓΓΚΓΖΟ ΙΓΠΑΟ΢ΕΙΑΠΖΟΙΜΖ 

 

Ε ελίζςζε (2.58) ανπίδεη θαη γίκεηαη δύζπνεζηε όζμ μ ανηζμόξ ηςκ 

άθαμπηςκ θηκήζεςκ αολάκεη. Οε αοηήκ ηεκ εκόηεηα ζα δεηπζεί πςξ μη 

άθαμπηεξ θηκήζεηξ μπμνμύκ κα ακαπαναζηαζμύκ με ηε μμνθή πίκαθα, ώζηε ε 

ζύκζεζε ηςκ άθαμπηςκ θηκήζεςκ κα πενηγνάθεηαη με πμιιαπιαζηαζμό 

πηκάθςκ όπςξ ζηεκ πενίπηςζε ηεξ ζύκζεζεξ ηςκ πενηζηνμθώκ. 

 

Ε ζύγθνηζε ηςκ εληζώζεςκ (2.60) θαη (2.61) με ηεκ ηαοηόηεηα πίκαθα  

 

 
 

όπμο ημ 0 δειώκεη ημ δηάκοζμα γναμμήξ (0,0,0), δείπκεη όηη μη άθαμπηεξ 

θηκήζεηξ μπμνμύκ κα ακαπαναζηαζμύκ με έκα ζύκμιμ πηκάθςκ ηεξ μμνθήξ 

 

 
  

 

 

 

 

 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

Μη πίκαθεξ ηεξ μμνθήξ πμο δίδμκηαη από ηεκ ελίζςζε (2.63) θαιμύκηαη 

μμμγεκείξ μεηαζπεμαηηζμμί. Έκαξ μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ είκαη ε 

ακαπανάζηαζε πίκαθα μηαξ άθαμπηεξ θίκεζεξ θαη ζα πνεζημμπμηεζεί 

εκαιιαθηηθά ημ SE(3) γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ημο ζοκόιμο ηςκ άθαμπηςκ 

θηκήζεςκ θαη ημο ζοκόιμο ηςκ 4 x 4 πηκάθςκ H, από ηεκ ελίζςζε (2.63). 
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Λένμκηαξ όηη μ R είκαη μνζμγώκημξ είκαη εύθμιμ κα δεηπζεί πςξ μ 

ακηίζηνμθμξ μεηαζπεμαηηζμόξ H-1 δίδεηαη από 

 

 
 

Γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ημο μεηαζπεμαηηζμμύ πμο δίδεηαη ζηεκ ελίζςζε 

(2.55) με ημκ πμιιαπιαζηαζμό πηκάθςκ, πνέπεη κα πνμζαολήζμομε ηα 

δηακύζμαηα p0 θαη p1 με ηεκ πνμζζήθε ημο 1 ζακ ηέηανημ ζημηπείμ όπςξ 

παναθάης 

 

 
 

 

Πα δηακύζμαηα P0 θαη P1 είκαη γκςζηά ςξ μμμγεκείξ ακαπαναζηάζεηξ ηςκ 

δηακοζμάηςκ p0 θαη p1 ακηίζημηπα. Έηζη ελάγεηαη άμεζα όηη μ μεηαζπεμαηηζμόξ 

πμο δίδεηαη ζηεκ ελίζςζε (2.55) είκαη ηζμδύκαμμξ με ηεκ (μμμγεκή) ελίζςζε 

πίκαθα 

 
 

Έκα ζύκμιμ βαζηθώκ μμμγεκώκ μεηαζπεμαηηζμώκ πμο πανάγεη ημ SE(3) 

δίδεηαη από  

 

 
 

 

 
 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 
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γηα ηε μεηαηόπηζε θαη πενηζηνμθή γύνς από ημοξ άλμκεξ x,y,z ακηίζημηπα. 

 

Μ γεκηθόηενμξ μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ μπμνεί κα γναθεί ςξ  

 

 
 

Οηεκ παναπάκς ελίζςζε n = (nx, ny, nz)
Π είκαη έκα δηάκοζμα πμο ακαπανηζηά 

ηεκ θαηεύζοκζε ημο x1 ζημ ζύζηεμα o0 x0 y0 z0, s = (sx, sy, sz)
Π ακαπανηζηά 

ηεκ θαηεύζοκζε ημο y1 θαη a = (ax, ay, az)
Π ακαπανηζηά ηεκ θαηεύζοκζε ημο z1. 

Πμ δηάκοζμα d = (dx, dy, dz)
Π ακαπανηζηά ημ δηάκοζμα από ηεκ ανπή o0 ζηεκ 

ανπή o1, πμο εθθνάδεηαη ζημ πιαίζημ o0 x0 y0 z0. Ε ιμγηθή ηεξ επηιμγήξ ηςκ 

γναμμάηςκ n, s, a ελεγείηαη ζημ θεθάιαημ 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Νανάδεηγμα 2.10 

Μ πίκαθαξ μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ H πμο ακαπανηζηά μηα 

πενηζηνμθή θαηά γςκία α γύνς από ημκ ηνέπμκηα άλμκα x θαη αθμιμοζείηαη 

(2.70) 

(2.71) 

Ηακόκαξ ηεξ Ούκζεζεξ γηα Μμμγεκείξ Ιεηαζπεμαηηζμμύξ 

Ε ίδηα ενμεκεία όζμκ αθμνά ηε ζύκζεζε θαη δηάηαλε ηςκ μεηαζπεμαηηζμώκ 

ηζπύεη γηα ημοξ 4 x 4 μμμγεκείξ μεηαζπεμαηηζμμύξ όπςξ θαη γηα ηηξ 3 x 3 

πενηζηνμθέξ. Ακ δίκεηαη έκαξ μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ H1
0 πμο κα 

ζοζπεηίδεη δομ πιαίζηα, ακ μηα δεύηενε άθαμπηε θίκεζε ακαπανίζηαηαη με  

H Є SE(3) θαη πναγμαημπμηείηαη ζε ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ, ηόηε είκαη 

 

Ε2
0 = Ε1

0 Ε 

εκώ ακ μηα δεύηενε άθαμπηε θίκεζε πναγμαημπμηείηαη ζε ζπέζε με ημ 

αθίκεημ πιαίζημ, ηόηε είκαη 

Ε2
0 = Ε Ε1

0 
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από μηα μεηαηόπηζε θαηά b μμκάδεξ θαηά μήθμξ ημο ηνέπμκηα άλμκα x θαη 

αθμιμοζείηαη από μηα μεηαηόπηζε θαηά d μμκάδεξ θαηά μήθμξ ημο ηνέπμκηα 

άλμκα z θαη αθμιμοζείηαη από μηα πενηζηνμθή θαηά γςκία ζ γύνς από ημκ 

ηνέπμκηα άλμκα z, δίδεηαη από 

 

 
 

Μ μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ πμο δίδεηαη ζηεκ ελίζςζε (2.63) είκαη μηα 

εηδηθή πενίπηςζε μμμγεκώκ ζοκηεηαγμέκςκ, πμο πνεζημμπμηείηαη εονέςξ ζημ 

πεδίμ ηςκ γναθηθώκ με ηε πνήζε οπμιμγηζηώκ. Ε πημ γεκηθή μμνθή 

ακαπανάζηαζεξ μμμγεκμύξ μεηαζπεμαηηζμμύ είκαη 

 

 
 

Γηα ημοξ δηθμύξ μαξ ζθμπμύξ, ημ ηειεοηαίμ δηάκοζμα γναμμήξ ημο H ζα 

ιαμβάκεηαη (0, 0, 0, 1), ακ θαη ζηε γεκηθή μμνθή ηεξ ελίζςζεξ (2.72) μπμνεί 

κα είκαη πημ πνήζημμ, γηα πανάδεηγμα ζηεκ αιιειεπίδναζε εκόξ ζοζηήμαημξ 

ειεθηνμκηθήξ όναζεξ με ημ ζοκμιηθό νμμπμηηθό ζύζηεμα ή ζηεκ πνμζμμμίςζε 

γναθηθώκ.  

 

 

2.8 ΝΓΞΖΘΕΣΕ ΗΓΦΑΘΑΖΜΡ 

 

Οε αοηό ημ θεθάιαημ είδαμε πςξ μη πίκαθεξ ζημ SE(n), μπμνμύκ κα 

πνεζημμπμηεζμύκ γηα ηεκ ακαπανάζηαζε ηεξ ζπεηηθήξ ζέζεξ θαη 

πνμζακαημιηζμμύ δομ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ γηα n = 2,3. Οομβμιηθά μ 

εθζέηεξ ζηηξ εθθνάζεηξ δειώκεη ημ πιαίζημ ακαθμνάξ. Έηζη, μ ζομβμιηζμόξ p0 

ακαπανηζηά ηηξ ζοκηεηαγμέκεξ ημο ζεμείμο p ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ 0. 

 

Μ ζπεηηθόξ πνμζακαημιηζμόξ ηςκ δομ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ μπμνεί 

κα μνηζζεί με έκακ πίκαθα πενηζηνμθήξ R Є SO(n), με n = 2,3. Οηηξ δομ 

(2.72) 
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δηαζηάζεηξ μ πνμζακαημιηζμόξ ημο πιαηζίμο 1 ζε ζπέζε με ημ πιαίζημ 0 

δίδεηαη από 

 

 
 

όπμο ζ είκαη ε γςκία μεηαλύ ηςκ δομ πιαηζίςκ ζοκηεηαγμέκςκ. Οηεκ 

πενίπηςζε ηςκ ηνηώκ δηαζηάζεςκ, μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ δίδεηαη από 

 

 
 

Οε θάζε πενίπηςζε, μη ζηήιεξ ημο πίκαθα πενηζηνμθήξ ιαμβάκμκηαη από ηεκ 

πνμβμιή εκόξ άλμκα ημο πιαηζίμο ζηόπμο (ζε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε ημ 

πιαίζημ 1), ζημοξ άλμκεξ ζοκηεηαγμέκςκ ημο πιαηζίμο ακαθμνάξ (ζε αοηήκ 

ηεκ πενίπηςζε ημ πιαίζημ 0). 

 

Πμ ζύκμιμ ηςκ n x n πηκάθςκ πενηζηνμθήξ είκαη γκςζηό ζακ εηδηθό 

ζύκμιμ μνζμγςκίςκ πηκάθςκ θαη ζομβμιίδεηαη με SΜ(n). Ιηα ζεμακηηθή 

ηδηόηεηα αοηςκ ηςκ πηκάθςκ είκαη όηη R-1 = RT γηα θάζε R Є SΜ(n). 

 

Μη πίκαθεξ πενηζηνμθήξ μπμνμύκ κα πνεζημμπμηεζμύκ γηα 

μεηαζπεμαηηζμμύξ ζοκηεηαγμέκςκ ακάμεζα ζε πιαίζηα πμο δηαθένμοκ μμκό 

ζημκ πνμζακαημιηζμό. Έπμομε θακόκεξ γηα ηε ζύκζεζε ηςκ πενηζηνμθηθώκ 

μεηαζπεμαηηζμώκ όπςξ 

 

 
 

γηα ηεκ πενίπηςζε όπμο μ δεύηενμξ μεηαζπεμαηηζμόξ R πναγμαημπμηείηαη ζε 

ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ θαη 

 

 
 

γηα ηεκ πενίπηςζε όπμο μ δεύηενμξ μεηαζπεμαηηζμόξ R πναγμαημπμηείηαη ζε 

ζπέζε με ημ αθίκεημ πιαίζημ. 

 

Οηεκ πενίπηςζε ηςκ ηνηώκ δηαζηάζεςκ μ πίκαθαξ πενηζηνμθήξ μπμνεί 

κα παναμεηνμπμηεζεί με ηε πνήζε ηνηώκ γςκηώκ. Ιηα ζοκήζεξ μέζμδμξ είκαη 
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ε πνήζε ηςκ γςκηώκ Euler (θ,ζ,ρ) πμο ακηηζημηπμύκ ζε δηαδμπηθέξ 

πενηζηνμθέξ γύνς από ημοξ άλμκεξ z, y θαη z. Μ ακηίζημηπμξ πίκαθαξ 

πενηζηνμθήξ δίδεηαη από 

 

 
 

Μη γςκίεξ roll, pitch, yaw είκαη πανόμμηεξ εθηόξ από ημ γεγμκόξ όηη μη 

δηαδμπηθέξ πενηζηνμθέξ πναγμαημπμημύκηαη ζε ζπέζε με ημ αθίκεημ, 

παγθόζμημ πιαίζημ ακηί κα γίκμκηαη ζε ζπέζε με ημ ηνέπμκ πιαίζημ. 

 

Μη μμμγεκείξ μεηαζπεμαηηζμμί ζοκδοάδμοκ πενηζηνμθή θαη μεηαθίκεζε. 

Οηεκ πενίπηςζε ηςκ ηνηώκ δηαζηάζεςκ, μ μμμγεκήξ μεηαζπεμαηηζμόξ έπεη ηε 

μμνθή 

 
 

Πμ ζύκμιμ όιςκ αοηώκ ηςκ πηκάθςκ απμηειεί ημ ζύκμιμ SE(3). Αοημί μη 

πίκαθεξ μπμνμύκ κα πνεζημμπμηεζμύκ γηα ηεκ πναγμαημπμίεζε 

μεηαζπεμαηηζμώκ ζοκηεηαγμέκςκ ακάιμγςκ ηςκ πενηζηνμθηθώκ 

μεηαζπεμαηηζμώκ, με ηε πνήζε πηκάθςκ πενηζηνμθήξ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


